CORSI DI LAUREA IN MATEMATICA E FISICA

FOGLIO DI ESERCIZI # 5- GEOMETRIA 1

Esercizio 5.1 (Esercizio 4.5). Si risolva il sequente sistema di equazioni lineari:

T+y+2z =1
(k+2)z+2y+4z =2
(I+2k)z+3y+22z =142k

al variare del parametro reale k.

Esercizio 5.2 (Esempio 3.18 Ab-dF). Studiare la compatibilita del sequente sistema di equazions lineari:

r+Ay+pz =0
A —y+ Az =3
r+puy—2z =A+2

al variare di A\, p € C.

Esercizio 5.3 (Esercizio 3.4 AB-dF). Stabilire se la sequente matrice

1 1 1 0 0
-1 -1 -1 2 -1

A=11 0 0 1 2
0 1 4 -1 7
1 1 4 2 8

é invertibile (utilizzando Ueliminazione di Gauss).

Esercizio 5.4 (Esempio 3.4 AB-dF). Determinare per quali k € C la matrice

1 0 ¢ 1
31 k O
AiOzOO
i 01 k

¢ invertibile.

Esercizio 5.5. Sia dato l'insieme
V = {p(z) € Rezz] | p(1) =0 }

Dimostrare che linsieme V' ¢é un sottospazio vettoriale di R<s[x].

Esercizio 5.6.
Mostrare che l’insieme

B 3a —a+b
W{(a —2a—|—b> |a,b€R}

¢ un sottospazio vettoriale dello spazio delle matrici reali My (R).

Esercizio 5.7. Sia V Lo spazio vettoriale delle matrici reali 2 x 2. St consideri la matrice A = <_18 _07>

e sia S il sottinsieme di V' costituito dalle matrici che commutano con A:

sz{M=<i Z)ev :AMzMA}

Mostrare che S & un sottospazio di V.
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Esercizio 5.8. Sia

a=(5 )

e sia S ={M € My(R) | AM = MA = 0}. Dimostrare che S ¢é un sottospazio di M3(R).

Esercizio 5.9. Sia A € M, (K). Definiamo applicazione K[X] > P — P(A) € M, (K) (di valutazione
in A) ponendo:

P(A) :=agA%+ ...+ a1A+apl, se P(x) =aqz®+...+a1x+ ag € K[z].

Provare le sequenti affermazioni.
(1) (P4 Q)(A) = P(A) + Q(A), (kP)(A) = kP(A) e (PQ)(A) = P(A)Q(A) per ogni P,Q € K[X] e
ke K.
(2) Sexz € K® e A € K sono tali che Ax = Az, allora P(A)r = P(\)z.

Esercizio 5.10. Sia A € M,,(K) una matrice triangolare inferiore (rispettivamente superiore) avente tutti
gli elementi diagonali a;; diversi da zero. Si dimostri che A ¢ invertibile e che l'inversa A= ¢é ancora
triangolare inferiore (rispettivamente superiore) con elemento diagonale di posto (i,1) uguale a aijl.

Matrici a blocchi. Sia K un campo, siano m,n € N* := N\ {0} e sia A € M,, ,(K). Spesso ¢ utile

partizionare a blocchi la matrice A, cioe scrivere A come segue. Consideriamo my,...,mp,n1,...,ng € N*
tali che my +ma + ... +m, =m' eny +ng+ ...+ ny, =n per qualche p, g € N*. Poniamo
Ay - Ay - Ay
A=(Ay)ig=| An - Ay - Ay |,
Ay - Ay - A

ove Aijj € My, n; (K) per ogni i € {1,...,p} e j € {1,...,q}. Per evidenziare il fatto che gli “elementi”
A;; della precedente rappresentazione di A sono matrici, si scrive anche

A |- [ Ay |- | Axg
A=|"An [ TA; [ | Ay
Apl Apj U qu

Esercizio 5.11. Siano A € M(R), B € My 3(R) e C € M 2(R) le matrici definite ponendo

1 -2 0 2 -1
A(O 0>,B<1 : 0),60(0 1.

Si scriva esplicitamente la seguente matrice a blocchi E € Mz 5(K):
T
B A*A| B .
CA |CB

Esercizio 5.12. Siano m,n,f € N* e siano mi+...+m, =m, ni+...+ng =n eli+.. .+, = £ partizioni
di m, n e £ rispettivamente. Consideriamo le matrici a blocchi A = (Aij)i; € Mmn(K) e B = (Bjr)jk €
M, o(K) con Aij € My, ., (K) e By, € My, 0, (K) per ognii € {1,...,p}, j€{l,...,q} ek e {l,...,r}.
Provare che AB ¢ uguale alla matrice a blocchi (Cix)i i, ove Cij = 25:1 AijBji € My, ¢, (K) per ogni
ie{l,....,pteke{l,...,r}:

1Una decomposizione di m in somma di interi positivi si dice partizione di m.
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An Ay A1q B B Bir
AB=| Ay - Ay - Ay || Bn - By -+ By | =] - 23:1 Aqi; B,
Apt o Ay o Ay, By -+ Bg -+ By

In altre parole, AB si puo calcolare effettuando il prodotto “riga per colonna” a blocchi.

Esercizio 5.13. Siano m,n € N*. Definiamo il prodotto tensore? ® : M,,(K) x M, (K) — M,,(K) tra
matrici quadrate di ordine m e n ponendo:

anB aljB almB
A®B:=| aaB |-~ | ayB |- | aimB |, ove A= (ai;)i;.
am1B |- | amiB |- | ammB

Siano A,C € M,,(K), B,D € M,(K) e k € K. Verificare che valgono le sequenti affermazioni.

(1) A(B+D)=A®B+A®D ¢ (A+C)9B=A®B+C®B.
(2) (kA)@ B=A® (kB) =k(A® B).

(3) (A® B)T = AT @ BT.

(4) I @ Iy = Ipn.

(5) (A® B)(C® D) = (AB) ® (CD).

(5") A® B ¢ invertibile se e soltanto se A e B lo sono. Inoltre in questo caso, si ha:

(AeB)'=A"1® B

)
)
)
)
)
)

Esercizio 5.14. Provare che il prodotto tensore tra matrici definito nell’esercizio precedente e associativo:
(A B)@C=A® (B®C(C)
per ogni A € M,,,(K), B € M,(K) e C € My(K).

Sottomatrici. Sia A = (a;;)i; € Mmn(K). Una sottomatrice di A & una matrice ottenuta estraendo

alcune righe ed alcune da A. Piu precisamente, dati i,...,%p, j1,...,5¢ € N* taliche 1 <1i; <ip < ... <
ip <mel< g <jo<...<j; <n,lasottomatrice di A ottenuta estraendo le righe 1, ...,1%, e le colonne
J1,---,Jq siindica con A(i1,...,4p|j1,.-.,jq) € si definisce ponendo

A(ila o 7ip |j17 S >jq) = (aia,ja)a,ﬁ’

conawe{l,...,pteBe{l,...,q}. Sep=qeiq =joperognia € {1,...,p}, allora A(i1,...,ip | j1,...,Jp)
si dice sottomatrice principale di A di ordine p. Se in aggiunta i, = j, = a per ogni « € {1,...,p}, allora
Alir, . yip | J1, -5 0p) = AL,2,...,p|1,2,...,p) si dice sottomatrice principale di testa di A di ordine p.

Esercizio 5.15. Sia A la sequente matrice in My 5(C):

0 -3 —i -7
0 21 O 4
1 1 0 1
-1 i -1 1-i

A=

O = O -

Si scrivano: la sottomatrice principale di testa Ay di A di ordine 3, la sottomatrice principale (non di
testa) Ag di A di ordine 4 e la sottomatrice Ag := A(1,2,4]2,5) di A.

24®” viene anche detto prodotto di Kronecker.
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SOLUZIONE:

Ecco le sottomatrici richieste:
0 -3 —i -7

i 0 -3 . 0 -7
A= 0 0 2 |, Ay:= (1) 211 8 ‘11 e Ay = 0 4 ].0
11 1 1 1-i

-1 i -1 1-i

Esercizio 5.16 (Fattorizzazione LU). Sia A una matrice in M, (K) avente tutte le sottomatrici principali di
testa invertibili. Si dimostri che esistono, e sono uniche, una matrice unitriangolare inferiore L € M, (K)
(cioé L ¢ triangolare inferiore e tutti gli elementi diagonali sono uguali a 1) ed una matrice tringolare
superiore U tali che A= LU .3

?’Questa fattorizzazione € una delle tecniche utilizzate in Analisi Numerica per la risoluzione “veloce” di sistemi lineari
quadrati: per risolvere Az = b, si scrive A = LU e si risolvono successivamente i sistemi lineari Ly = b in y e Uz = y in z.
La fattorizzazione LU pud essere generalizzata ad ogni matrice in My, (K).



