CORSI DI LAUREA IN MATEMATICA E FISICA

FOGLIQ DI ESERCIZI # 12- GEOMETRIA 1

Esercizio 12.1. Si dica se la matrice A € M3(R) definita ponendo

0 1 -1
A= -1 2 -1 |!
1 -1 2

¢ diagonalizzabile (via similitudine) e, in caso affermativo, si calcoli una base di R? diagonalizzante per
loperatore lineare L,y : R® — R® associato ad A 2 ¢ wna matrice M € GL3(R) tale che M-TAM ¢
diagonale.

Si ripeta lo stesso esercizio con le sequenti matrici B e C' al posio della matrice A:

1 2 2 10 0
B= =1 =2 -1 e C=| -1 0 -1
-1 -1 =2 1 1 2

SOLUZIONE:

Poiché Pa(T) = —(7' — 1)%(T — 2), si ha che o(A4) = {A1. A2} con Ay = 1, ma(A,4) = 2 e Ay = 2,

ma(Aa, A) = 1. Si osservi che A & diagonalizzabile se e soltanto se mg(A1, A) = 2 = ma(A;, A). Infatti

luguaglianza mg(Az, A) = 1 = ma(Aa, A) & certamente verificata, essendo 1 < mg(Az, 4) < ma(Az, A) = 1.
Calcoliamo mg(\;, 4). Osserviamo che "

-1 1 -1
A— M= —~1 1 -1
1 -1 1

e quindi mg(A;, A) = 3 — rk(A — A\ I3) = 3 — 1 = 2. Segue che la matrice ¢ diagonalizzabile.

Calcoliamo una base diagonalizzante per A. Cominciamo col calcolare una base dell’autospazio Vy, (A)
di A relativo a Aq:

Va, (A} (A=XI3)X =0 con X = (x,y, N e —pty—2=0=a=y—=z
Dunque, si ha:
t—s
Vi, (A) = t eER?| t,s€R P =< v, 00>, dovev; =
3

e Uy =

L

Risolvendo il sistema (A — Aal3) X = 0 otteniamo:
-1

V-)\Q(A) =< 13 >, dove vy = ws]

1

Segue che C := (v1,v2,v3) @ una base di R® diagonalizzante per A. Inoltre, se C3 denota la base canonica
di R*, allora la matrice M := Mg, ¢(1gs) ha per colonne i vettori vi, vy e v3, e vale:

10 0 :
01 0 |=Mce(La)=Me,c(lns)) " Me,(La)Me, c(lrs) = MLAM.
00 -1

Studiamo la diagenalizzahilita di B e C. Valgono:
e Ppg(N) =—-(A+1)3 = 0(B) = {A3} con \g = —1;
e ma(h,B) =3, mg(\g, B) =3—rk(B—A3l3)=3-2=1;
e poiché ma(Ay, B) # mg(\s, B), B non ¢ diagonalizzabile

Po(A) = —=(A=1)? = o(C) = {A\1} con \; = 1;
ma(Ay, C) =3, mg(A,C) =3 —1k(C'— A\ J3)=3-1=12
poiché ma( Ay, ) # mg(A, C), C non ¢ diagonalizzabile.

Igj tratta della matrice considerata nell’Esercizio 9, p. 190 del Sernesi.
291 ricordi che L, & l'operatore definito ponendo L4 (z) := Aw per ogni o € B3,
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Esercizio 12.2. Si dica se la matrice A € M3(C) definita ponendo

% —i 2
A=| 2 —i 2
1 =F —i

¢ diagonalizzabile (via similitudine) e, in caso affermativo, si calcoli una base di C* diagonalizzante per
Voperatore lineare La : R® — R® associato ad A ¢ una matrice M & GL3(C) tale che M~TAM ¢
diagonale.

SOLUZIONE:
Poiché Po(T) = =T(T" — i)(T +1i), A ¢ diagonalizzabile in quanta possiede tre autovalori a due a due
distinti, cioé Ay = 0, Ao = ie A3 = —i. Inoltre si ha:

o Vi, (A) = Ker(A— MI3) =< v > con vy := (1,0, 1)7;

® VA;(A) = I{CI(A = «\2[3) =< g > CON V3 = (1, T U)T;

e V), (A) = Ker(A — A\33) =< v3 > con v3 := (i,i,1)T.
Dunque C := (v1, v9,v3) & una base di C? diagonalizzante per A e la matrice M € GL3(C) avente vy, ve, v3
come colonne ha la proprieta richiesta. Infatti, se C3 denota la base canonica di C*, allora

i1 i
M=Mge(lem)=| 0 1 i
10 1
e quindi
0 0 0
0 i 0 | =MLy = (MC‘,,_C(LC:s])7IMC3(LA)MC3EC(1{;3) = M1AM.
0 0 —i

Esercizio 12.3. Si dica se la matrice A € M, (R) definita ponendo

1 0o -2 -2
0 1 2 2
-2 =2 =1 0
2 2 0 -1

Am

¢ diagonalizzabile (via similitudine) e, in caso affermativo, si calcoli unae base di R? diagonalizzante per
Voperatore lineare Ly : RY — R? associato ad A ¢ una matrice M € GL4(R) tale che M~'AM é
diagonale.

SOLUZIONE:

11 polinomio caratteristico di A & uguale a (T — 1)%(T + 1)*. Segue che o(A) = {A, A2} con A = 1,
ma(A, 4) = 2 e Aa = ~1, ma(Ay, A) = 2. Poiché k(A — ML) = 2 e k(4 — A\aly) = 2, si ha che
mg(h, A) =4—2=2 mg(ry, A) =4 —2 =2 e quindi A & diagonalizzabile. Inoltre, valgono:

V,\](A) . (A— AlI,[}X =0 con X = (:fL']_,i[-'Q..’I?,?,,;Ezl)T — { 1 +IT3+ T2 = 0 — { L1 = —ig -+ Ty

ag+ay =10 Xy = —Iy
e
. .’El—I;;'—ﬁ’.',1=0 Py =iy + 04
Va,(A): (A=Del)X =0 = &=
x(4) : ( 2l1) { o+ a3+ w4=0 { Ty =—T3— Ty

Segue che

8 i 0 1l
Y, (4) = 2 | € R*| t,seR 3 =< vy,vp >, dover = -1 € Uy = 0
t 1 0
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t+s 1 1
i =g 5 e =1
Vi, (A) = ; | & R* s €Rp =< vy, vy >, dove vy = | e vy = 0
s 0 1
Dunque, C := (v1.v2,93,7%4) & una hase di R diagonalizzante per A. Inolire, se C; denota la base
canonica di R, allora la matrice M = Mg, ¢(1g1) ha per colonne i vettori vy, va, va e vy, € vale:
1 0 0 0
0 1 0 0 -1 1
0 U 1 0 = MC(LA) == (MC4,C(1§R4)) MC4(LJE)MC4.C(1R4) = l"V[ Al‘l'[
0 0 0 -1

Esercizio 12.4. Si dice per quali valori del parametro t € R la sequente matrice

t+1 ¢ t 0
0 1 0 t

Ay = ¢ -t 1-1 o | EMa®)
t t t 1

¢ diagonalizzabile (via similitudine).

SOTLUZIONE:
Sia { € R. Sviluppando det(4; — T'1}) lungo la secondo riga, otteniamo:

popd T t 0 FE1-TF % t
Pa(T) =(1 1) —f l—t—T 0 |4t -2 — 1-t-T | =
t t I—T t ¢ t
s bed—a" ¢ 4
=1 -TY((1-T-1)(Q-T+t)+t>) +¢ 0 0 1-7 |=
t t t

=1-TyY' -1 -T2 =1-T A -T-t)(1 —-T +1¢).

Per ottenere 'uguaglianza () abbiamo sostitnito la matrice

41T ¢ t
== = 3 PEY P,
t t t

con quella ottenuta sommando la terza riga alla seconda: il determinante non cambia.
Dall’espressione di P4,, segue che:
e set=0,allora o(A;) = {A} con Ay =1 e ma(A, A) =4
e se [ # 0, allora a(A;) = {A1,22(6), A3(t)} con Aa(t) = 1 — ¢, A3(f) = 1+t e ma(h, Ay) = 2,
ma(Aa(f), Ar) = 1 e ma(Aa4(t). 4,) = 1.
Nel caso in cui t = 0, si ha che A; = I e quindi 4; & diagonalizzabile.
Supponiamo che ¢ # 0. Osserviamo che mg(Xs(2). Ay) = 1 = ma(As(2), 44) in quanto 1 < mg(Ax(), 4) <
ma(Az(1), 4;) = 1. Similmente, si ha che mg(As(t), 4;) = 1 = ma{A3(7), 4;). Calcoliamo mg(Xq. A4;). Vale:
t

t 0
0 0 0 ¢ 11 1 0
1'k(A¢f,\;.I;;):rk ef el wi f :lk((o 00 1 )):2
t £ 0

da cui
mg(hy, A¢) =4 — k(A — A Ly) = 2.
Segue che A, & diagonalizzabile anche se § # 0.
In conclusione, A,; & diagonalizzabile per ogni ¢ € R. u

Esercizio 12.5 (Diagonalizzazione simultanea). Siano 4 ¢ B due matrici in M, (K) diagonalizzabili.
Si dimostri che le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) A e B sono simultancamente diagonalizzabili, cioé esiste M € GL,(K) tale che le matrici M~ AM
e M~YBM sono diagonali.
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(i) AB = BA.

SOLUZIONE:
Se esiste M € GL,(K) tale che Dy :== M 1AM e Dy := M~ BM sono diagonali, allora si ha:
AB = (MDsM ") (MDpM™') = MDADyM™' = MDD M~ = (MDgM ") (MDsM™") = BA.

Supponiamo ora che AB = BA. Dobbiamo provare che esiste nna base di K® formata di autovettori
comuni di A e di B. Poiché A é diagonalizzabile, 4 ha tutti gli autovalori i, ..., A in K e vale:

N K" =V, (4) & ...® Vy, (A).

Proviamo che ogni autospazio V,(A) ¢ Lp-invariante, cioé Be € Va,(A) per ogni v € V), (4). Sia
J€{Ll.....k} esiaveV, (4). Vale:
A(Bv) = B(Av) = B(\jv) = A\;(Buv),
avvero Bev € V), (A) come desiderato.
Sia B = (wy,....wy,) una base di K" diagonalizzante per B, cioé costituita da autovettori di B (che

esiste per ipotesi). Scegliamo £ € {1,....n} e denotiamo con p; € K I'autovalore di B relativo a wy. Grazie
a (1), esistono, e sono unici, x;4 € Va (A),....20 € Vy, (A) tali che

We =Tg1+ ...+ Tk

Si osservi che almeno un z¢; # 0 perché wy # 0 (essendo un autovettore di B). A meno di riordinare
gli indici possiamo supporre che @, # 0,... s Te g, # 0, mentre e p,41 = ... = x¢p = 0 per qualche
ke e {1,...,k}. Siha:

We =T+ ...+ Xp oy

petea + oo+ ey g, = wipwe = Bwe = By + ...+ Baeg,,
dove ogni Bag; € Vy,(A) perché V, (A) é Lp-invariante. Poiché la somma in (1) ¢ diretta, segue che:

B.T.‘g!j = [Te;  per ogni j € {], s i ,k;}.

Il sottoinsieme S = {xy 1,..., @1 hyseeesTnty oo s g, b di K & dunque costitnito da autovettori comuni
di Ae B, e genera tutto K perché ogni vettore wy della base B di K" é ugnale alla somma di alcuni elementi
di 5. E ora sufficiente estrarre una base di K" da S. 2]

Esercizio 12.6 (Invarianti per similitudine). Siano A. B € M,,(K) due matrici simili. Allora si ha:
(1) rk(A4) = rk(B).
(ii) tr(A) =tr(B) e det(A) = det(B).
(iii) P4 = Pp.
(iv) o(A) = o(B) e, per ogni A € o(4) = a(B), ma(A, A) = ma(\, B) e mg(\, A) = mg(X, B) %

SOLUZIONE:
Sia M € GL,(K) tale che B = M ~'AM. Poiché M e M~" sono invertibili, si ha: tk(B) = rk(4). Inoltre
valgono:

(1) tr(B) = tr(M~1AM) = tr((AM)M 1) = tr(A);

(if) det(B) = det(M)~" det(A) det(M) = det(A);

(iii) Pp(T) = det(B—T1,) = det(M ' AM —Tl,) = det(M (A= TIL,)M) = det(A - TI,) = P4(T).
Da (iii) segue subito che o(A) = ¢(B) e ma{\, A) = ma{), B) se A € g(A) = o(B). Resta da provare che
mg(A, A) = mg(A, B), cioé (iv). Osserviamo che B — A, = M *AM — X, = M~Y(A — X\,)M e quindi
thk(A — AL,) = k(B — Al,). Segue che: mg(M\, A) =n —rk(A— Al,) =n—1rk(B— Al,) =mg(A\,B). ®W

Esercizio 12.7 (Triangolazione). Sia A € M,(K) una matrice avente tutti gli autovalori Xi,... )\,
(eventualmente ripetuti) in K. Allora A ¢ simile ad una matrice triangolare superiore, owvero esistono una
matrice M € GL,(K) e una matrice triangolare superiore S € M,(K) con elementi diagonali Ay, ...\,
tali che § = M~YAM.

Se K = C (rispettivamente K = R), allora M puo essere scelta unitaria (rispettivamente ortogonale)*.

*In generale, le proprieta (i), (ii), (iii) e (iv) sono necessarie ma non sufficienti affinché A e B siano simili: si veda |'Esercizio
12.17).

“In questi due casi, la matrice S & detta forma canonica (o normale) di Schur di A.
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SOLUZIONE:

Procediamo per induzione su n > 1.

n = 1 Ogni matrice 1 x 1 & triangolare superiore.

n = n + 1. Suppaniamo che A € A1, 1(K) abbia tutti gh autovalori Ay, ..., Ap, Apgr in K. Sia
un autovettore di A. Completiamo v; ad una base B = (v, wy, ..., Wy 1) di K»H. Se €41 indica la base
canonica di K**! e P € GL,,41(K) la matrice Mg, ,, 5(1xn+1) di cambiamento di coordinate da B a Cy41,
allora vale:

Al C o,
( 0 A ) - MB(LI‘) = ("‘Mcn-{'f-‘B(IK"%l )) IMCn.-e-i(LA)JMCn-i 1-.3(11;{‘"4'[) = PMlAP
1

per qualche ¢ € M ,(K) e A; € M,(K), dove 0 € M, ;(K) ¢ il vettore nullo. Poiché Ps(T) = (M —
T)P4,(T), Ay ha tutti gli antovalori in K e tali autovalori sono uguali a Ag, ..., A,41. Per ipotesi induttiva,
esiste S1 € M, (K) triangolare superioree Py € GL,(K) tale che 5, = PflAlPl. Definiamo M € GL,,+1(K)

come il seguente prodotto matriciale:
1|0”
M:=P. 3
0| A

. (1\01')'1(,\4(; (1107‘) (1|0T)()\1|CP1)
M TAM = - _
0|P1 0]A1) OIPI O}Prl O\Alpl
_ )\1 CPl
ﬁ( 0| S )

Poiché questultima matrice ¢ triangolare superiore, la dimostrazione é completa.
Se K = C e si desidera che M sia unitaria, allora si pud procedere per induzione come sopra. L’unica

differenza sta nella scelta di v che deve essere un versore e della base B che deve essere ortonormale. Simili
considerazioni si possono ripetere nel caso reale. |

Vale:

Esercizio 12.8. Sia Q(X) = agX? + ag1 X¥ ' + ... + a1 X + ay un polinomio in K[X]|. Per ogni
A € M, (K), definiamo la matrice Q(A) € M, (K) ponendo:
Q(A) 1= agA? + ag 1A + ...+ a1l + aoly.

Si dimostrine le sequenti affermazioni:

(i) Se A, B € M, (K) sono simili, allora anche Q{A) e Q(B) lo sono.
(i) Se A € M, (K) ha tutti gli autovalori Ay, ..., A, (cventualmente ripetuti) in K, allora Q(A, IR 5
sono tutti gli autovalori (eventualmente ripetuti) di Q(A).

SOLUZIONE:
(i) Sia N € GL,(K) tale che A = N~1BN. Allora, per ogni £ € N* = N\ {0}, si ha:
(—volte

Af = (N"'TBN)  =N-'BN-N-'BN...-N-'BN = N"'BN.

Segue che:
Q(A) = agA"+ ...+ a1 A+ aol, = agN BN + ...+ ayN"'BN + N 'N = N"'Q(B)N.

(ii) Per 'Esercizio 12.7 o per il teorema di Jordan (vedi sotto), A & simile ad una matrice triangolare
superiore S € M, (K). Gli elementi diagonali di S sono uguali a Ay...., A, e quindi Q(S5) & una matrice
triangolare superiore avente elementi diagonali ugnali a Q(A1),...,Q()\,). Grazie al precedente punto
(i), Q(A) ¢ simile a Q(S). Segue che Q(A) ha lo stesso polinomio caratteristico di Q(S), che é uguale a
Posy(T) = (Q(AL)=T) - (Q(An)—T). Dunque @(A1), ..., Q(A) sono tutti gli autovalori (eventualmente
ripetuti) di Q(A). &

Esercizio 12.9. Si prowvi che, se A € M, (K) ha tutti gli autovalori Ay, Mo, ..., Ay (eventualmente ripetuti)
in K, allora valgono:

(i) tr(A) =AM+ A+ ...+ Ay

(i) det(A4) = ApAa--+ Ay
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(iii) Se Pa(T) = (D)™™ + an T L + ... + ayT + ag ¢ il polinomio caratteristico di A, allora
tr(A) = (=1)"ta,_, e det(4) = ay.

SOLUZIONE:

Per I'Esercizio 12.7 o per il teorema di Jordan (vedi sotto), A ¢ simile ad una matrice triangolare superiore
S e M, (K). Gli elementi diagonali di S sono uguali a Ay,...,\, ¢ quindi si ha:

tI'(A) = tl‘(S) =M+ A+ .+ N, d(‘f,(/l) = d(‘f(S) = AAz- Ay

e

PA(TY = (a =TV =T) - (ha —T) = (=1)"T" + (=" L + Az + o £ AT L b+ Mg = A

In particolare, si ha: ap = det(A) e (—=1)" Ytr(A) = ap-1, ovvero tr(A4) = (=1)""ta,_;. [ ]
Esercizio 12.10. Sie A € M, (K) una matrice diagonale a blocchi della sequente forma:
Ay 0 -0 0
.A == 0 1‘13
E . - . O
0 0 A

dove Ay € M, (K),..., Ay € M, (K) per qualche my,...,my € N* con my + ... + mp = n. Sia p
una permutazione di {1,2...,k} e sia A, la matrice diagonale a blocchi ottenuta riordinando gli elementi
diagonali di A secondo p:

.4?,(1) 0 zE T 0
A= 0 bo
: " -0
0 0 0 Ay

Si dimostri che A e A, sono simili, e si caleoli una matrice M, € GL,(K) tale che A, = ]\I;lAﬁ-’Ip.

SOLUZIONE:

Perogni h € {1,...,k+1}, definiamo m}, 1= m+...+my_1, dove m] := 0. Siosservi che M = My, +my

se h < k+ 1. Indichiamo con C,, = (ey,....e,) la base canonica di K. Definiamo la base B di K" ponendo
B = (Em;“)wH: sy "-ﬂﬁ,;{]”‘.l ; r3111;(,“-}-1‘ vy em;(,““ oy ‘--1'm",mj+l* v ony ﬂ7rl;.(k)--i~1)

e denotiamo con M, la matrice Mg, g(1x») di cambiamento di coordinate da B a C,,. Osserviamo che
Mg(La) = A, e quindi vale:

Ap = Mp(La) = (M, 5(Lin)) ™ M, (La)Me, 5(Lgn) = M AM,,.

In particolare A e A, sono simili. u

Forma canonica di Jordan e criterio di similitudine. Sia K un campo, sia mn € N* esia A € K. La
matrice triangolare superiore J,,(A) € M, (K) avente A sulla diagonale principale, 1 sulla sopradiagonale
(cioé in posizione (i,i+1) con i€ {1,...,m— 1}) e 0 altrove ¢ detta blocco di Jordan di ordine m relativo
a M’

[A1 0 0 - 0

00X 1 0 - 0

00 X 1 :

Tm(A) = 4
: 1

\ 0 0 0 A

986 m = 1, allora J (X) = (\) = A € M, (K) = K.
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Una matrice J € M, (K) & detta matrice in forma canonieca di Jordan se ¢ una matrice diagonale a
blocchi con elementi diagonali ugnali a bloechi di Jordan, ovvera ¢ della seguente forma:

T (AL 0 0
J= 0 Iny(A2)
E *, 0
0 ce 0 J..0)
per qualche ny,....n, € N* (non necessariamente distinti) con ny +...4ns = n e per qualche Ay,.... As € K

(non necessariamente distinti), ove i vari 0 indicano matrici nulle di opportuni ordini.
Ricordiamo il teorema di Jordan.

Teorema (Jordan). Sia A una matrice in M, (K) avente tutli gli autovalori in K (owvero il cui polinomio
caratteristico Py ha tutte le radici in K). Allora A é simile ad una matrice in forma canonica di Jordan,
che & unica a meno di permutazioni dei blocchi di Jordan che la compongono.

Pit precisamente, vale cid che seqgue. Sia Pa(T) = (—=1)"(T — X)™ (T — Xg)™2 - (T — X\p)"™* con

Ai # Aj sei# g, ovwero o(A) = {Ar,..., A} e mpy = ma(M, A) per ogni b€ {1,....k}. Allora A ¢é simile
ad una matrice J € M,(K) ¢ in forma canonica di Jordan del tipo:
Jg 0 - 0
!] — 0 ]‘2
s * . 0
0 0o .

dove ogni Jy, € My, (K) & a sua veolta una matrice in forma canonica di Jordan di ordine my, avente solo
lautovelore Nj, e del tipo sequente:

T (An) 0 s 0
0 'Iﬂh.ﬁ (Ah)
=
0
1] e 0 Ju., (M)
per qualche nj 1.... .0y, € N* con np g+ ...+ 0y, = mp e per ogni h € {1,....k}. La matrice J &

unica a meno di permutazioni dei blocchi J,,, ,(\,) di Jordan che la compongono.

Segue che, a meno di permutazioni dei blocchi di Jordan che la compongono, la matrice J ¢ univocamente
determinata dal numero gy, dei blocchi di Jordan {.J,, , (M) }7%, relativi all’autovalore A\, e dagli ordini
np.e dei blocchi {J,, ,(An)}i2, stessi, per ogni h € {1,...,k}.

Esercizio 12.11. Siano A € M, (K) e J € M,(K) come sopra. Si dimostri che, per ogni h € {1,...,k},
il numero g, dei blocehi di Jordan di J relativi all’autovalore \;, coincide con la molteplicita geometrica di
Ap per A, cioé vale:

an = lng{/\j‘,, /l)

Dedurre do queste uguaglionze il seguente criterio di diagonalizzabilita: “Una matrice A € M, (K) ¢
diagonalizzabile (su K) se ha tutti gli autovalori My,..., M\ in K e se mg(\,, A) = ma(Ay,, A) per ogni
beg {100 RS
SOLUZIONE:

Sia p € {1,....k}. Ricordiamo che mg(A,, J) = mg(A,, A). Infatti, se M & una matrice in GL,(K) tale
che J = M~YAM, allora J — AL, = MY A — A\, L)M, vk(J — A\ply) = rk(A — A1) e quindi
mg(Ap, J) =n —1k(J — A L,) = n —rk(A — A\pQy) = mg(Ag,, A).

Dobbiamo dunque provare che g, = mg(),. J). La matrice J—A,I,, & in forma canonica di Jordan ed ha per

elementi diagonali i blocchi di Jordan J,, ,(An) = Aply, , con h € {1,... .k} el € {1,...,gn}. Osserviamo
che le g, colonne di .J — \pJ,, corrispondenti ai primi elementi diagonali dei blocchi {J,,, ,(Ap) = ApTy, , ooy
e le g, righe di J — A, I, corrispondenti agli ultimi elementi diagonali dei blocchi {J,, , (Ap) = Apln,  Fomy

sono nulle. Cancellando tali righe e colonne da J — A, I, otteniamo una matrice J’ triangolare superiore
avente stesso rango di J — A, I, con i seguenti elementi diagonali: 1 ripetuto m,, — g, volte e A, — A, ripetuto

La matrice J ¢ usualmente detla Jorma canonica di Jordan di A.
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my, volte per ogni h € {1,...,k}\ {p}. Segue che det(J') # 0, n— g, = rk(J') = rk(J — ApI,,) e quindi
wmg(A,, J) =n—rk(J — A,1,) = g, come desiderato.

Un blocco di Jordan J,,()) é diagonalizzabile se e soltanto se n = 1 (vedi Osservazione 13.15(3), pp.
171-172 del Sernesi). Segue che A ¢ diagonalizzabile se e soltanto se .J & diagonale, ovvero se e soltanto se,
perogni h € {1,...,k}, sono presenti g, = my, bloechi di Jordan di ordine 1 relativi a Ay, che coincide col
suddetto criterio. ]

Esercizio 12.12 (Criterio di similitudine: caso di molteplicita algebriche < 3). Siano A ¢ B
due matrici in M, (K) aventi tutti gli autovalori in K. Supponiamo che tutti gli autovalori di A e tutti gli
autovalori di B abbiano moltepliciti algebrica < 3. Si dimostri equivalenza tra le sequenti affermazioni:

(2a) A é simile a B.

(2b) A e B hanno la stessa forma canonica di Jordan (a meno di permutazioni dei blocchi di Jordan
che la compongono).

(2¢) A e B hanno gli stessi autovalori \y,..., )\, con la stessa molteplicita algebrica e geometrica.

(2d) A e B hanno lo stesso polinomio caratteristico (—1)™(T — A)™ (T — Xg)"2 - (T = \)™* ¢
mg(Ap, A) = mg(Ap. B) per ogni h € {1,..., kY. 7

SOLUZIONE:

L’equivalenza tra (2a) e (2b) segue subito dal teorema di Jordan. L'equivalenza tra (2¢) e (2d) é evidente.
L’implicazione (2a) = (2¢) ¢ ben nota (vedi BEsercizio 12.6(iv)).

Resta da dimostrare I'implicazione (2¢) = (2h). Sia J la forma canonica di Jordan di A. Dobbi-
amo provare che, a meno di permutazione dei bloechi di Jordan che la compongono, J & univocamente
determinata dalle molteplicita algebriche e geometriche dei suoi autovalori Ay,...,Ax. Sia h € {1,... k},
sia myp = ma(Ap, A) e gp := mg(\,, 4). T numero di bloechi di Jordan relativi a A, presenti in J &
uguale a g, ® e la somma degli ordini di tali blocchi & uguale a my, (vedi il teorema di Jordan). Siano
Jny (An) o Jn,, (An) 1 blocehi di Jordan relativi a Ay, presenti in J. Come abbiamo gia osservato vale:
ny + ...+ ng, =my. Per ipotesi m; < 3, dunque possiamo distinguere i seguenti casi:

e Caso 1: my, = gy = 1. In J ¢ presente, relativamente a Ay, il solo blocco di Jordan Ji(A,) = (Ag).
e Caso 2": my =2, g, = 1. In J & presente, relativamente a Ay, il solo blocco di Jordan Ja(Ay,).

e Caso 2"”: my, = g, = 2. In J sono presenti, relativamente a \j, esattamente due blocehi di Jordan
di ordine 1. In altri termini la matrice in forma di Jordan costituita dai blocchi di Jordan relativi a
Ap presenti in J (che nell’'enunciato del teorema di Jordan viene indicato con Jy,) & uguale a Ay Io.

e Caso 3"t my =3, g, = 1. In J & presente, relativamente a Ay, il solo blocco di Jordan J3(Ay).

e Caso 3" my = 3, gn = 2. In questo caso sono presenti due blocchi di Jordan di ordini ny e ns
relativamente a Ay, con nq +ns = 3 e ny, ne € N*. Le soluzioni di questa equazione sono solo due:
(n1.ny) = (1,2) e (ny,ng) = (2,1). Poiché tali soluzioni sono simmetriche, a meno di trasporre i
blocchi di Jordan, in J sono presenti, relativamente a ), esattamente due blocchi di Jordan, uno
di ordine 2 e laltro di ordine 1. In aléri parole Jy, ha la seguente forma:

e Caso 3": my = g, = 3. In J sono presenti, relativamente a Ay, esattamente tre bloechi di Jordan
di ordine 1. In altri termini J;, = A\p15.

NoTA. Le precedenti considerazioni permettono di calcolare la forma canonica di Jordan di ogni matrice
A e M, (K) avente tutti gli antovalori in K e con molteplicita algebrica < 3 (in particolare se n' < 3). ®

"Si pué dimostrare anche cio che segue: “Sia A € M, (K) una matrice con futti gli autovalori in K e sia J la forma
canonica di Jordan di A. Allora, per ogni A € o(A) e per ogni s € N*, il numero di blocchi J.(\) di Jordan di ordine s
relativi @ A che compaiono in J é uguale a rk((A — AL.)* 1) — 2rk((A — AL, )*) + k(4 — A,)*~1)” Una conseguenza
immediata di quest’ultimo fatto ¢ il seguente criterio generale di similitudine: “Siano A e B due matrici in M, (K)
aventi tutti gli autovalori in K. Allora A e B sono simili se e soltanto se o(A) = o(B) e rk((A - M)*) = rk((B ~ M,)*)
per ogni A &€ a(A) = o(B) e per ogni s € {L,...,n}"

8Vedi esercizio precedente.
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Esercizio 12.13. Si calcoli la forma canonica di Jordan delle sequenti matrici A, B,C,D € M3(R) * e si
dica gquali sono simili tra lovo:

3 -1 3 -5 4 -1 -1 3 3 -1 0 0

A= 2 =2 1|, B= —4 1 =2 ],C0= 0 —-11 -30 e D= 1 0 1

-5 2 -4 8§ —4 3 0 4 11 -1 -1 -2
SOLUZIONE:

Calcoliamo la forma canonica Jy di A. Poiché P4(A) = —(A 4 1)2, A possiede solo 'autovalore \; = —1

con ma(A;, A) = 3. I rango di A — X I3 é ugnale a 2 e quindi mg(A;, 4) = 3 — 2 = 1. Dunque .J 4 contiene
un solo blocco di Jordan di ordine 3 relativo a Ai, ovvero Ja coincide con quest™ultimo:

wi] 1 0
Jp = 0 -1 1
0 0 -1

Vediamo ora Jy e Je. Valgono:
o Pp(A) =Pp(A) = —(A=-1)(A+1)? = a(B) =0(C) = {A, A2} con Ay = =1, by = 1;
o ma(A1, B) =2, mg(A, B) =1ema(\,C) =2, mg(A,.C) = 1;
e ma(Ag, B) = mg(Ay, B) = 1 e ma(Xg,C) = mg(Ay, () = 1.

Sia Jpg che .Jo sono costituite da un blocco di Jordan di ordine 1 relativo a A; e da uno di ordine 2 relativo
a /\2:

Jg = Jo=

Calcoliamo infine Jp. Valgono:

o Pp(A)=—-(A+1)3 = a(D) = {M}con Ny = —1;
e ma(A, D) =3, mg(\,D) =2.

Dunque Jp @ costituito da due bloechi di Jordan relativi a Ay, uno di ordine 2 e I'altro di ordine 1:

Segue che solo B e (' sono simili. ]

Esercizio 12.14. Si caleoli la forma canonica di Jordan delle sequenti matrici A, B € M (R) '° e si dica
se sono simali:

10 3/2 -1 2 0 01
_ 1 =3/2 1 o100
A=1 .1 0 3 -1 ¢ B=l4 11 9
-2 0 5/2 0 00 0 1
SOLUZIONE:
Valgono:

e PaA)=(A=-13A-2)=s0(4) ={\, o} con Ay =1, do = 2;
e ma(A,A) =3, mg(A,A)=4—tk(A-T))=4-2=2
o ma(As, A) =mg(Ay) = 1.

Dunque la forma canonica J,4 di Jordan di A é la seguente:

11 0]0
01 00
Ja=10 0 10

Analoghi calcoli assicurano che la forma canonica di Jordan di B coincide con J,4. Dunque 4 ¢ B sono
simili. ]

924, B e 40 coincidono con le matrici considerate nei punti a), d) ed e) dell’Esercizio 10, p. 190 di Sernesi.
104 coincide con la matrice considerata nel punto k) dell’Esercizio 17, p. 192 di Sernesi.
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Esercizio 12.15. Si deferminino i valori di t € R per cui le seguenti matrici Ay, B, € M4(R) sono simili:

£ 00 1 1 0 —2 241
0t 10 0 1 24+t 2
A=101 10 e Bi=| o _o.i¢ -1 0
10 0 ¢ 24t 2 0 =

SOLUZIONE:

Osserviamo che, se A; e B; sono simili, allora hanno la stessa traccia, cioé 4¢ = tr(4,) = tr(B;) = 0, ovvero
t = 0. Basta dunque considerare il caso ¢ = 0. Si verifica che sia Ay che By possiedono gli autovalori 1 e
—1 entrambi con molteplicita algebrica 2, e sona diagonalizzabili. Segue che le matrici Ay e By sono simili.
| |

Esercizio 12.16 (Esercizio 17, punti n) e m), p. 192, Sernesi). Si calcoli la forma cononica di Jordan
delle seguenti matrici A € M5(C) e B € Mg(C):

2000 0 L 03 =15
g 0 1 2 0 2i
¢ L08 0011 1 1
A=l 00 2 0 1 e B=| ;
O 0 0 0 —i —i
01 0 1 0
000 O 1 0 0 0 0 0 0
00 0 o0 0 0
SOLUZIONE:
Vedi risultati a p. 476 del Sernesi. H

Esercizio 12.17. Si dimostri che Uimplicazione (2¢) = (2b) (e quindi (2¢) = (2a)) dell’Esercizio
12.12 & falsa se non si richiede che tutti gli autovalori di A e tutti gli autovalori di B abbiano molteplicita
algebrica < 3.

SOLUZIONE:

Consideriamo le due matrici A e B in forma canonica di Jordan:

Si asservi che o(A) = {0} = o(B), ma(0, A) = 4 = ma(0, B) e mg(0, A) = 2 = mg(0, B). Tuttavia A e B
non sono simili in quanto, per il teorema di Jordan, due matrici in forma canonica di Jordan sono simili se
e soltanto se si possono ottenere 'una dall’altra permutando i bloechi di Jordan che le compongono. Cid
non pud fatto per A e B perché i blocchi di Jordan che le compongono hanno ordini diversi: 2 e 2 per A,
e 3elper B. |

Esercizio 12.18. Si calcoli la forma canonica di Jordan delle sequenti matrici A, B € M,(R) ¢ si dica se
sona simili:

9 1 0 -1 211 0
0 11 1 010 0
A= | 10 o e B=1 _1 ¢ 11
1 11 1 100 0

SOLUZIONE:
Valgono:

o PaA)=(A=1) =a(d)={M}con X1 =1;

e ma(A;,A) =4, mg(A, A) =4 —rk(A—I4) =4-2=2
ed anche

o Pg())=(A-1)" = o(B) = {A1} con A; = 1 come sopra;
e ma()\.B) =4, mg(A,B)=4—rk(B-1;)=4-2=2.
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Dunque sia A che B possono avere le seguenti due forme canoniche di Jordan:

Per poter distinguere tra le due forme canoniche, possiamo procedere come segue. Osserviamo anzitutto
che

(=ML =N -1)=0 e (Jo—MI) = (Jo—1)2=

dove 0 & la matrice nulla in M, (R). Siano ora X,Y € M, (R) due matrici simili a .J; e a J5, rispettivamente.
Proviamo che (X —14)® = 0e (Y —1;)% # 0. Siano M, N € GL4(R) taliche X = M~1/;Me Y = N—' J,N.
Valgono:

(X —I)? = (M~ — I)M)® = M~Y(J, — [;)2M =0

(Y = I)? = (N " Y(Jo — L)N)? = N"1(J, — I,)2N.
Draltra parte, si ha che N~'(J; — I1)*N # 0. Altrimenti, N='(Jy — I1)*N = 0 e quindi (Jo — I4)? =
NON~! = 0, che ¢ assurdo. Segue che (Y — 14)? # 0 come desiderato.

Dunque, per poter distingnere tra le due forme canoniche di Jordan, ¢ sufficiente calcolare (A-1)? e
(B — I,)%. Valgono:

1 1 1

0
0 0o 0 0
0 -1 =1 -1 #0.

0 1 1 1

In conclusione, J; ¢ la forma canonica di Jordan di 4 e J, quella di B. A e B non sono simili. [ |

(A— I_L)E =0 e (B—=I)?=

Esercizio 12.19. Per ogni t € R, si calcoli la forma canonica di Jordan della sequente malrice

1t 1 1
B ¥ =F =i |

A= L1 o | &M
1 -1 0 -1

SOLUZIONE:
Sia ¢t £ R. Valgono:
® At(T.) = (T— 1)2(T+ 1)2 = O‘(A;) = {/\1.A2} con Al = 1, )\2 =—le ma()\l,At) =:Z =
ma(Aa, A;);

2 set=0 2 set=0
o tk(d, — MIy) =rk(A; — doly) = { 3 set#£0 = mg(A, 4) = mg(No, 4;) = { I/set 20
Segue che la forma canonica di Jordan di 4; & uguale a
101 0 0
0 1] 0 0
set =10
0 0[-1 0
0 0] 0 -1
e
i { 0 0
01 0 0
se t £ 0.
0 0] -1
0 0 -
B

Esercizio 12.20. Sia K un campo e sia A € M,(K). Si dimostri che le sequenti affermazioni sono
equivalenti:
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(i) A ¢ nilpotente, cioé esiste k € N* tale che AF = 0.
(i1) A possiede solamente Pautovalore nullo, cioé Pa(T) = (—1)"T™.

(i) A" = 0.

SOLUZIONE:

L’implicazione (i) = (ii) ¢ dimostrata nel Lemma 13.18, p. 178 di Sernesi. L’implicazione (ii) == (iii)
segue subito dal teorema di Jordan e dal fatto, se J € M, (K) ¢ una matrice strettamente triangolare
superiore, allora J™ = 0. Infine Uimplicazione (iii) = (i) ¢ evidente. o

Esercizio 12.21 (Teorema di Hamilton-Cayley). Se A € AL, (C), allora Ps(A) & la matrice nulla.

SOLUZIONE:

Sia Po(T') = (=1)™(T — A)" (T = Ag)™2 -+« (T'— Ap)™ con A; # Aj se i # j, e sia J la forma canonica di
Jordan di A:

Jo 0 o 0
Fe 0 .J ‘

: 5 .. 0

o - 0o J

dove ciascuna matrice .J, € M, (C) ¢ una matrice in forma canonica di Jordan composta da blocchi
di Jordan relativi al solo autovalore ;. Sia M € GL,(C) tale che A = M~'JM. Osserviamo che
Pa(A) = M~1Py ()M He

Pa(i) 0 -0
mRlpy=| 9 R

: .. 0

0 0 Pa(Jw)

Segue che la matrice Py(A) é nulla se e soltanto se ogni matrice P4(.J,) lo é . Sia h € {1,...,k}. Poiché
I — AnTi, € una matrice strettamente triangolare superiore di ordine my, si ha che (Jy — Ay, )™ = 0.
Dunque vale:

PA{J-’f} = (—1)TJ(JJ’J ki Alfwra,,_)ml ¥ e (Jﬁ S )\hIm;,)Tnh e (-]h. - /\A;Imh )m:r - 0,

come desiderato. m

Diagonalizzazione tramite matrici unitarie e ortogonali: teorema spettrale. Sia A € M, (C).
Una matrice B € M, (C) si dice unitariamente simile ad A (o simile ad A tramite matrici unitarie) se esiste
P € U(n) tale che B = P"'AP = PHAP. A é detta unitariamente diagonalizzabile (o diagonalizzabile
tramite matrici unitarie) se & unitariamente simile ad una matrice diagonale.

Si osservi che, se C* ¢ dotato del prodotto hermitiano standard (z,y)en = ', allora la matrice A é
unitariamente diagonalizzabile se e soltanto se esiste una base ortonormale O di C" diagonalizzante per
I'operatore lineare L, : C* — C" associato ad A. Se O ha queste proprieta, C,, @ la base canonica di C"
e P:= Mg, o(lcs), allora P € U(n) e PTAP ¢ nguale a Mp(L,), che ¢ una matrice diagonale in quanto
la base O di C" ¢ diagonalizzante per L 4: £33

PHAP = PUAP = (Mg, 0(1cn)) ™ Ma, (La)Me, o(len) = Mo(La).

Teorema spettrale (caso generale). Una matrice A € M,(C) é unitariamente dingonalizzabile sc e
soltanto se A & normale, ovvero AHA = AAT.

Teorema spettrale (caso hermitiano). Una matrice A € M, (C) é unitariamente simile ad una matrice
diagonale con elementi diagonali reali se e soltanto se A & hermitiana, ovvero Al =41

Sia ora C € M, (R). Una matrice D € M, (C) si dice ortogonalmente simile a C' (o simile a C tramite
matrici ortogonali) se esiste Q € O(n) tale che D = Q'CQ = QTCQ. C & detta ortogonalmente
diagonalizzabile (o diagonalizzabile tramite matrici ortogonali) se ¢ ortogonalmente simile ad una matrice
diagonale.

Hyedi 1a soluzione dell’Esercizio 12.8.
2 . . i w P . .
21 particolare, si ha che le malrici hermitiane hanno autovalori reali.
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Anche in questo caso, se R® & dotato del prodotto scalare standard (x,3)z» = 27y, allora la matrice C
¢ ortogonalmente diagonalizzabile se e soltanto se esiste una base ortonormale di R” diagonalizzante per
I'operatore lineare L¢ : R" — R™ associato a C. Se @ ha queste proprietd, C, ¢ la base canonica di R" e
Q := Mg, o(1lan), allora Q € O(n) ¢ QT CQ & una matrice diagonale.

Teorema spettrale (caso reale). Una matrice in M, (R) & ortogonalmente diagonalizzabile se e soltanto
se ¢ simmetrica. ®

Consideriamo il seguente esercizio:

Esercizio TS. Sia A € M,(C) una matrice assegnata esplicitamente. Si dica se A ¢ unitariamente
diagonalizzabile e, in caso affermativo, si calcoli una matrice P € SU(n) tale che P AP ¢ diagonale.

Ecco una procedura per risolvere 'esercizia:

(1) Si verifica se A é normale, calcolando e comparando A7 A e AA¥. Se A non é normale, allora A
non & un1tar1amcnte diagonalizzabile. Altrimenti A & unitariamente diagonalizzabile e si va avanti.

(2) Sicaleola a(A4) = {)1,..., A} risolvendo I'equazione polinomiale P4(A) = 0.

(3) Per ogni I {1.‘ ...k}, 8i caleola una base By, dell’antospazio Vy, (4) di A relativo a Aptt

(4) Per ogni h € {1,...,k}, si calcola una base ortonormale @), dell'autospazio V, (4) applicando
l'algoritmo di Gram-Schmidt a B),. '°

(5) Si definisce la base O = (Oy,...,0}) di C". Tale base ¢ ortonormale e diagonalizzante per A
(via similitudine). Segue che la matrice R di cambiamento di coordinate di C™ dalla base O alla
base C,, cioé la matrice avente i vettori di @ come colonne, & unitaria e R AR & una matrice
diagonale D.

(6) Si calcola det(R). Poiché R & unitaria, det(R) ¢ un numero complesso v di normac 1 (infatti
I, = R" R ¢ quindi per Binet vale: 1 = dot(R )det(R) = det(R) det(R) = | det(R)|?): Se uw =1,
allora R € SU(n) e quindi basta porre P := R. Se u # 1, allora & sufficiente definire P come la
matrice ottenuta moltiplicando per u~! = @ una colonna di R scelta arbitrariamente (per esempio
la prima). In tal modo det(P) = u ! det(R) = v~ lu = 1, ovvero P € SU(n). Poiché le colonne di
P sono ancora autovettori di A, si ha che P AP & diagonale; anzi & uguale a D.

Enunciamo due varianti del precedente esercizio:

Esercizio TS'. Sia A € M, (C) una mairice assegnata esplicitamente. Si dica se A & unitoriamente
simile ad una matrice diagonale con elementi diagonali reali e, in caso affermativo, si caleoli una matrice

P € SU(n) tale che P AP ¢ diagonale.

Esercizio TS”. Sia C € M, (R) una matrice assegnata esplicitamente. Si dica se C' & ortogonalmente
diagonalizzabile e, in caso affermativo, si caleoli una matrice Q € SO(n) tale che QTCQ & diagonale.

Questi esercizi si risolvono in modo simile al precedente, usando il Teorema spettrale nei casi hermitiano
e reale.

Esercizio 12.22. Siano A, B € M3(C) le sequenti matrici complesse:

3 i 1-i 1-i
A_(—i 3) ¢ B_(w]+i '11)'

Si dica se ciascuna matrice & unitariamente diagonalizzabile (o meglio unitariamente simile ad una
matrice diagonale con elementi diagonali veali) e, in caso affermativo, si caleoli una base mtmmmmle di
C? diagonalizzante per 'operatore associato alla matrice stessa.

SOLUZIONE:

131y particolare, si ha che le matrici simmetriche reali (essendo hermitiane, se viste come matrici complesse) hanno tutti
gli autovalori in R.

H4gi ricorda che, essendo A normale, non solo i suoi autospazi stanno in somma diretta e Vi, (4) & ... @V, (A) =C"
ma tali autospazi sono anche a due a due ortogonali.

15Dunque1 se By = (11,...,ve), allora si applica Gram-Schmidt come segue:

i = = G w con K€ {1, 0~ 1)

o O 1= (... 1), dove wy 1= w;/|lwjllce e ||wjillen == /{wj, wy)en.

k

® i =V, Why S Uk —
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Poiché A ¢ hermitiana (cioé 44 = A), il teorema spettrale (caso liermitiano) assicura che A & unitaria-

mente diagonalizzabile, anzi unitariamente simile ad una matrice diagonale con clementi diagonali reali. 11

polinomio caratteristico di A ¢ ugnale a (7' — 2)(7'— 4) ¢ quindi 6(A) = {1, A2} con Ay =2e Ay = 4.
Calcoliamo una base ortonormale di Vi, (A). Si ha:

Va, (A): (A=XME)X =0 con X = (a:l,mg)T = @ +ian =0 = 11 = —izs.

Yy (4) = {( _li ) e ? i’,EE(C} =< vy >, dove v, = ( __11 )

e quindi ¥V, (A) =< @y >, dove
% (5 1 ( —i )
Wy = = — :
lorfle: V2 A 1

Dunque (@) ¢ una base ortonormale di Vy, (A).
Procedendo similmente si ottiene che, posto i = (%)(i. )T, (ag) & una base ortonormale di Vi, (A).
In conclusione, (wy,1) ¢ una base ortonormale di C? diagonalizzante per A.
Consideriamo ora B. Osserviamo anzitutto che BT B = 41, = BB . Segue che B ¢ normale e quindi il
teorema spettrale (caso generale) assicura che B é unitariamente diagonalizzabile.
Valgono:
o Pp(T) = (I'=2)(T'+2i) = o(B) = {A3, A} con A1 =2e A3 = —2i.
o V), (B) =<1 > eVy,(B)=< b >, dove @, e iy sono i versori definiti sopra.
e (w1, 1) & una base ortonormale di C? diagonalizzante anche per B.

Segue che

Esercizio 12.23. Siano A € M3(C) la seguente matrice:

2 -2 2
A= 2i 5 —i
2 i 5

Si dica se A & unitariamente diagonalizzabile e, in caso affermativo, si caleoli una matrice P € SU(3)
tale che P AP ¢ diagonale.

SOLUZIONE:

Poiché A ¢ hermitiana (cio¢ AY = 4), il teorema spettrale (caso hermitiano) assicura che A & unitaria-

mente diagonalizzabile, anzi unitariamente simile ad una matrice diagonale con elementi diagonali reali. Tl

polinomio caratteristico di A ¢ uguale a —7(T' — 6)% e quindi o(A) = {A1, A2} con A; =6 ¢ Ay = 0.
Calcoliamo una base ortonormale di V, (A). Si ha:

VM (A) L (.A = )\114)X =0 con X = (.rl,il'z._.‘lf;;, .]?4)’? == 2p iy — s =0 = 1y = 20y + iap.
Segue che
t 1 0
Vi, (4) = s | eR?|t,seR ) =<v,up>, dovery = 0 | evp=1{ 1
2t +is 2 i

Applichiamo Gram-Schmidt alla base (vy,v9) di Vy, (A):

o wy =y, (wiw)es = |12+ 122 =5, lwylles = {wy,wpes = V5

2i
{vg, w)cs 0 1 . 1 1 B
e wpi=uy—————wy=| 1 |-=|(0 1 i)[ 0 0] = 1 |, (ws,wa)es =
(wy,wy ) ; 5 9 5 %
.12 5
5 i 1 G B
‘—g‘ + 1" + 5 _'234“1-!'%:5’ lwalles = /5
_2 _o;
) LBy wy 1 5 1 A
® iy = =— | 0 |, = = i |= 5
[l lles 5\ 9 [|wallcs 6 i 30
o 5

Segue che (i, t2) é una base ortonormale di V), (A).
Passiamo ora a Vy,(A). Risolvendo il sistema (A — A213) X = 0, ofteniamo:
-2
Va,(A) =< vg >, dove vz = i
1
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e quindi Vy,(A) =< iy >, dove
-2

'LE}S = =

Tl ~ V6 \

Segue che O := (wy, W9, 103) ¢ una base ortonormale di C* diagonalizzante (via similitudine) per A e, se
M € GL3(C) denota la matrice avente w0y, 13, w3 come colonne, allora M € U(3) e

6 0 0
D:MO(LA)z(Mc;,_@(lca))”Mc;,(L,;)MCa:@u@)=n-rlmuzMHAM, dove D= 0 6 0
00 0
Osserviamo che
1 1 —2i -2
dct.(ﬂ/[):ﬁ 0 5 i|=1
2 1 1

Dunque M € SU(3). E quindi sufficiente porre P := M per completare 1'esercizio.

NoTA. La base ortonormale O di C? diagonalizzante per A non ¢ mai unica. Ad esempio, tutte le basi di
C* che si ottengono moltiplicando gli elementi di @ per qualche numero complesso di norma 1 sono ancora
ortonormali, sono ancora costituite da autovettari di A e quindi sono diagonalizzanti per A.
Anche un diverso svolgimento dell’esercizio pud portare a basi diverse. Facciamo un esempio.
Supponiamo di aver risolto I'equazione cartesiana 221 +irs —x3 = 0 di V, (A) esplicitando x5 rispetto a
x1 e a xg: rp = 2ir; —ixg. In questo modo otteniamo la seguente base (¢}, v4) di Vy, (A4): v} := (0, —i. 1)7

¢ vh = (1,2i,0)". L’algoritmo di Gram-Schmidt fornisce invece la seguente base ortonormale (@, w})
di Vy, (A): @] := %(O,d,]}r e Wy = %(l,i1 1)T. Se 4y @ il versore di C* definito sopra, allora

Q' := (1}, 0%, 13) ¢ una base ortonormale di C* diagonalizzante per A. La matrice M’ € U(3) avente per
colonne gli elementi di O’ é tale che (M')7 AM' = (M")"'AM' = D. 1l determinante di M’ ¢ uguale a i, cosi
la matrice P’ ottenuta moltiplicando una delle colonne di M’ (ad esempio la prima colonna di M’) per —i
appartiene a SU(3) (essendo det(P') = —idet(M’) = —i% = 1). Inoltre vale: (P} AP' = (P")~'AP' = D.
]

Esercizio 12.24. Siano A € M3(R) e B € M;(C) le seguenti matrici:

2 2 2 2 21 21
A= 2 5 -1 e B=iA=1| 21 5 -—i
2 -1 5 21 -1 Bi

Si dica se A é ortogonalmente diagonalizzabile e, in caso offermative, si calcoli una matrice Q@ € SO(3)
tale che Q7 AQ ¢ diagonale. Si dica inoltre se B ¢ unitariamente diagonalizzabile e, in caso affermativo,
st calcoli una matrice P € SU(3) tale che PP BP ¢ diagonale.

SOLUZIONE:

Poiché A ¢ simmetrica, il teorema spettrale (caso reale) assienra che A & ortogonalmente diagonalizzabile.
1l polinomio caratteristico di A & ugunale a —7T(7T — 6)? e quindi 7(A) = {A;, A2} con Ay =6e Ay = 0.
Calcoliamo una base ortonormale di Vy, (A). Si ha:

V)\l (A) E (A = Al.I_;},X‘ =0 con X = (:?1-;,:]72, .]2‘3,1‘4)T e 2y — @y — T3 =0 <= 22 = 231 — T3.

Segue che

t 1 0
Va, (A) = 2t — 8 e R? t,seR ) =<uv,vs >, dover, = 2 e Uy = -1
8 0 1
Applichiamo Gram-Schmidt alla base (v, v2) di Vy, (A):
o wy =wvy, (wi,wi)ps = 12+ 22 = 5, ||lwi|gs = (w1, w1)ge = V5
(v, w1)ws 8 1 1 1 5:
& gy =l iy = | =L J-={ [0 -1 1}]| 2 2 | = —% | (w2, wrdpe =
{(w, wy Ypa 1 5 5 0 ]
g, fualles = 1/
] 2
. u 1 2[ . 10y 1 5 1 ?
e s — = —— ,fU" PTG R S S - SR S _
P el T VB o )T Twellas \/Z 2 Ve -
5
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Segue che (i, 1) ¢ una base ortonormale di Vy, (A).
Passiamo ora a V,(A). Risolvendo il sistema (A — AoI3) X = 0, otteniamo:

-2
Vi, (A) =< vg >, dove vz = 1
1
e quindi ¥y, (A) =< 3 >, dove

-2
: r3 1
My = ——— =

s 1
Tl ~ V6 \ |

Segue che O := (w0, W9, W3) é una base ortonormale di R® diagonalizzante (via similitudine) per A e, se
M € GL3(R) denota la matrice avente 1y, 1, 13 come colonne, allora M € O(3) e

6 0 0
D = Mo(La) = (Me, 0(1x)) " Me,(La)Mc, 0(1gs) = M~ 1AM = MTAM, doveD=| 0 6 0
60 0 0
Osserviamo che
1 1 2 =2
det(M)=—|2 -1 1 ]|=-1
019 5 1

Dungue, definendo () come la matrice ottenuta cambiando segno alla prima colonna di A, si ha che
QeS03)eQTAQ =D.

Consideriamo infine B. Osserviamo anzitutto che B = —iAd e quindi B é normale essendo BB =
A? = BBH. Tndichiamo con P € SU3(C) la matrice ) vista come matrice complessa. Vale:

PEBP = QT(i4)Q =iQTAQ = iD.

Esercizio 12.25. Siano A, B,C, D € M4(C) le sequenti matrici complesse:

Lo -1 30 —3 1 i 0 42 2
A= 0 i O}, B=|0 4% 0], C=|- 01|, D=| -2 4 -2i
L 4 I p @ 01 1 —2 -9 4

Si dica se ciascuna matrice é unitariamente diagonalizzabile (o meglio unitariamente simile ad una
matrice diagonale con elementi diagonali reali) e, in caso affermativo, si calcoli una base ortonormale di
C* dingonalizzante per operatore associato alla matrice stessa.

SOLUZIONE:

Le matrici A, B,C' e D sono normali e quindi unitariamente digonalizzabili. Piit precisamente, le matrici
B e C sono hermitiane e quindi unitariamente simili a matrici diagonali con elementi diagonali reali. Si
proceda ora come nella soluzione dell’Esercizio 12.22. |

Esercizio 12.26. Per ogni z € C, sia A, € M3(C) la seguente matrice:

2 -2 2
A= 21 —522 2P
2 -4 5

3

Si dica per gquali valori di z € C la matrice A, é uniteriamente simile ad una matrice diagonale con

elementi diagonali reali e, per tali valori, si calcoli una matrice unitaria speciale P € SU(3) tale che P AP
é diagonale.

SOLUZIONE:

A. & hermitiana se e soltanto se z = i. Si veda ora 'Esercizio 12.23. ]

Esercizio 12.27. Per ogni t € C, sia A; € Ms(C) la seguente matrice:

e 1—i 1—i
T AT =i gt
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Si dica per quali valori di t € C la matrice A; & unitariamente diagonalizzabile. Inoltre, per tali valori
di t € C, si caleoli una base ortonormale di C* diagonalizzante per Uoperatore lincare Ly, : C2 — C2
associato ad A, e una matrice P € SU(2) tale che P AP ¢ diagonale.

SOLUZIONE:

L’equazione (A,)" A, = A, (A,)H in t € C é verificata se e soltanto £ = 1. Si veda ora I'Esercizio 12.21. H

Diaganalizzazione di forme quadratiche e matrici simmetriche congruenti. Sia K un sottocampo
di C (ad esempio K = Q,R o C), sia V uno spazio vettoriale su K di dimensione finita n, siab: VxV — K
una forma bilineare simmetrica e sia g : V — K la forma quadratica associata a b (cioé g(v) = b(v, v) ).
Una base C = (v1,....v,) di K" si dice diagonalizzante per b (o diagonalizzante per ¢) se la matrice
Me(b) = (b{vi,v;))i,; associata a b rispetto a C & una matrice diagonale o, equivalentemente, se esistono
at,...,an € K tali che g(v) = ay2? +... + a,22 per ogni v € V, dove [v]e = (z1,...,2.)7. Se esiste una
base diagonalizzante per b (risp. per g), allora si dice che b (risp. q) & diagonalizzabile.
Datfa una qualsiasi base B di K", vale la seguente uguaglianza:

M (b) = (Mc,s(lggn))TMc(b)Mc,B(lg-;n).

Segue che b (risp. ¢) & diagonalizzabile se e soltanto se Mp(b) ¢ congruente ad una matrice diagonale.
Ricordiamo che, date due matrici A, B € M, (K), B si dice congruente ad A se esiste M € GL,(K) tale
che B = MTAM. La relazione di congruenza & una relazione di equivalenza su M, (K)

Teorema (diagonalizzazione di f.b.s e f.q.). Ogni forma bilineare simmetrica su V (risp. ogni forma
quadratica su V') & diagonalizzabile.

Nel CASO COMPLESSO possiamo essere pift precisi:
Teorema (diagonalizzazione di f.b.s e f.q.: caso complesso). Se K ¢ algebricamente chiuso (ad

esempio K =C) eb: V xV — K é una forma bilineare simmetrica su V, allora esiste una base C di V'
diagonalizzante per b tale che

dove v := tk(b), 01 & la matrice nulla in M,,_.(K) e 02 & la matrice nulla in M, _.(K). In coordinate
rispetto alla base C di V, la forma quadratica g : V — K indotta da b assume la sequente espressione,
detta forma canonica di ¢:

gv) =22 + ... + 22
perogni v €V, dove (z1,..., 20, 2541y, 20) T = [Ve.

Equivalentemente, ogni matrice simmetrica in M, (K) (ad esempio complessa) di rango r é congruente
allo seguente matrice

In particolare, due matrici simmetriche in M, (K) (ad esempio complesse) sono eongruenti se e soltanto
se hanno lo stesso rango.

Vediamo ora il GASO REALE.

Teorema (Sylvester). Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione n, sia b:V x V. — R una forma
bilineare simmetrica su V di rango r e sia ¢ : V. — R la forma quadratica associate a b. Allora esistono
una base C di V' e due interi non-negativi p e s, dipendenti solo da b (e non da C), tali che p+s5=1 e

I,|] 0 |o
Mc(b)=| 0| -I.|0 |.16
0| 0|0

In coordinate rispetto alla base C di V', la formae quadratica q : V — R assume la seguente espressione,
dette forma canonica di ¢:

2 22 2
gv) =71 +... t &~ Tppq = o~ 25

1656 p = 0 (¢/0 s = 0), allora il blocco “I7 (efo “—1.") & omesso.
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per ogni B € W dove (B .y By Bpbifyen g By Bl prorncs ,J:,,)T = [vle. L'intero p si dice indice di positivita
di b (odig), Vintero s si dice indice di negativita di b (o di q) e la coppia (p, s) é dette segnatura di b (o
dig).

Equivalentemente, ogni matrice simmetrica reale in M,(R) ¢ congruente ad un'unica matrice della
sequente forma

I,|] o |o
0|/ |0
o| o |0

In particolare, due matrici simmetriche reali in M, (R) sono congruenii se e soltanto se le corrispondenti
forme quadratiche hanno la stessa segnatura.

Il seguente risultato segue subito dal teorema spettrale (caso reale).

Proposizione (calcolo della segnatura). Sia V' une spazio vettoriale reale di dimensione finita n, sia
q:V — R una forma quadretica su V', sia b: V x V. — R la forma bilineare simmetrica polare di q (cioé
b induce q ponendo q(v) = blv,v)) e sia A la mairice associate a b rispetto a qualche fissata base di V.
Allora Uindice di positivita (risp. di negativita) di q é uguale al numero di radici positive (risp. negative)
del polinomio caratteristico Py di A contate con molieplicita.

Un caso particolarmente interessante ¢ quello in eni V = R". Sia A € A, (R) una matrice simmetrica
esia ga : R” — R la forma quadratica associata ad A: ga(z) = 7 Az per ogni z € R™. Indichiamo
con C,, la base canonica di R” ¢ con f#4 : R"® x R" — R la forma bilineare simmetrica polare di g4, che
corrisponde alla forma bilineare simmetrica su R" associata ad A: fa(x,y) = 2% Ay per ogni =,y € R"™.
Poiché Mg, (B4) = A, in questa situazione, la precedente proposizione assume la seguente forma:

Corollario. Siac A € M,(R) una matrice simmeirica e sia gy : R” — R la forma quadratica associata
ad A. Allora Uindice di positivita (risp. di negativita) di q.4 & uguale al numero di radici positive (risp.
negative) di Py contate con molteplicita.

Per calcolare il numero di radici nulle, positive e negative di P4 contate con maolteplicita si pud (non si
develll) utilizzare il seguente risultato.

Teorema (Criterio di Cartesio). Sia P(1) = a, 7" +a, T '+ ...+ ayT% un polinomio a coefficienti
reali tali che a, # 0 e ag # 0. Supponiamo che P abbia tutte le radici reali \7. Allora si ha:
(1) d é uguale al numero di radici nulle di P contate con molteplicita,
(ii) # numere di radici positive di P contate con molteplicita ¢ uguale al numero p di variazioni di
segno nella successione dei segni dei coefficienti non nulli di P: segno(a,) « - - segno(ag);
(iii) # numero di radici negative di P contate con molteplicita ¢ uguale a n — d — p.18

Sia A € M,(R) una matrice simmetrica, sia g, : R"” x R* — R la forma bilincare associata ad
A (Balx,y) = 2T Ay) e sia g4 : B* —s R la corrispondente forma quadratica (ga(z) = 27 4z). Una
/ Y Y qd P q q
procedura per calcalare una base diagonalizzante per g4 € la seguente.

(1) Si applica il teorema spettrale (caso rcale) alla matrice A ottenendo una matrice M € O(n)
tale che M~'AM & uguale ad una matrice diagonale D. Siano wy,...,v, le colonne di M e
sia. € = (v1,...,v,) la corrispondente base di R™. Poiché M=t = M7, si ha che C & anche
diagonalizzante per g4 (o equivalentemente per 34) e vale:

M0 0
Mec(B4) = (M, c(1rn)) M, (Ba)Me, c(lge) = MTAM =D=| © ."2 :
p ., - G
0 - 0 A,

dove Aq,..., A, sono gli autovalori (eventualmente ripetuti) di A. Dunque:

glv) = )\1:[?% - )\g;rg + ...+ An:ri

17Questa condizione & sempre verificata se P & il polinomio caratteristico di una matrice simmetrica reale.

IBATTENZIONE. In generale, il numero di radici negative di P contate con molteplicita NON ¢ uguale al numero di
“permanenze” di segno nella successione dei segni dei coefficienti non nulli di P. Ad esempio, se P(T) = T2 — 1, allora la
successione dei segni dei coefficienti non nulli di P & “+ =7, il numero di “permanenze” di segno & 0, mentre I possiede una
radice negativa: T = —1.
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per ogui v € R™, dove (zy,...,2,)7 = [v)e.

(2) Se si desidera portare ¢4 in forma canonica bisogna procedere come segue. Sia r := rk{4). A meno

di riordinare gli elementi di C, possiamo supporre che Ay > 0...., A, > 0, Appy < 0,..., A < 0 per
qualche p e A,y = ... = A, = 0. Definiamo la base ¢’ = (v],...,v},) di R” ponendo:

v = %jvj se je{l,...,p}

T T ] ; L

v} = \/__,\?13 se je{p+1.....,7}h

v = vy se j€{r+1,...,n}

Osserviamo che 84 (v}, T’_-l,i) =0scizje
Ba(W)¥)) = Ba(ty,vy) =1
n‘-’n’A(z{;‘,‘Lr_’fJ = 1)\,.. Balvjv))=—1 seje{p+1,....rh
3!1(,(,;!1,3) = Ba(vj,0;) =0 se je{r+1,...,n}

Segue che €' & la base cercata: C' ¢ diagonalizzante per 84 e vale:

se je{l,...,pk

I,| 0 |O
Mcl(ﬁ/‘) = 0|-1,|0
0 0 |0

Dunque, rispetto alla base C' di R", ¢4 @ in forma canonica:
N2 2 2
go] =2f ooy =5y~
per ogni v € R™, dove (z1,...,2,)T = [v]er.

Si osservi infine che, se M’ € GL,(R) é la matrice avente v}, ... 7!, come colonne, allora vale:

I,| 0 |0

AT T ,
(M)TAM' = (Mc, /(1)) M, (Ba)Me, ¢/(1gn) =Me (Ba)=| 0| L, |0
0 0 |0

Un altro metodo per calcolare una base diagonalizzante per g4, pint semplice e valido su ogni sottocampo

K di C, ¢ la tecnica di completamento dei quadrati di Lagrange. La vedremo nei seguenti tre esercizi
svolti.

Esercizio 12.28. Sia q: R® — R la sequente forma quadratica:

v v aiNe sl Bl ¥
q(z1, 29, 28) 1= 25 — x5+ 2x1pe + 617y + 23013,
Si risponda i sequenti quesiti;

(i) Si caleoli vk(q) e si seriva Despressione polinomiale della forma bilineare simmetrica polave di q.
(ii) Si calcoli la segnatura di ¢ e una base di R® diagonalizzante per g.

(iil) Si calcoli una forma quadratica @ : R* — R in forma canonica (cioé Q(xy,x0.23) = 7+ ... +
;L‘ﬁ - :rf,+1 — ... — 22 per qualche 0 < p < r < 3) e un automorfismo lincare ¢ : R? — R* di R?
tale che g = Q) o p, cioé tale che il sequente diagramma commuta:

R*-L R
el /b
Rii
SOLUZIONE:

(i) Osserviamo anzitutto che g é la forma quadratica su R*® associata alla seguente matrice simmetrica
A e My(R):

01 3
A=11 1 1
3 1 -3

Poiché il minore principale di testa di A di ordine 2 @ —1 # 0 e det(A) = 0, segue che rk(q) = rk(4) = 2.

Dunque ¢ & una forma quadratica degenere. La forma bilineare simmetrica polare 34 di ¢ ha la seguente
espressione:

Balz,y) = a" Ay = z1ys + 3z1ys + Tay1 + Toys + Tays + 3231 + Tayz — 3Ty,
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dove © = (z1,72.73)",y = (1,92, y3)T € R3.

(i) Si ha: P4(1") = =71 — 217 4 14T La successione dei segni dei coefficienti non nulli di P, & ugnale
— — 47 Tale successione contiene una sola variazione di segno. Dal criterio di Cartesio segue che Py
possiede: una sola radice nulla, una sola radice positiva ¢ 3 — 1 — 1 = 1 radice negativa. La segnatura di ¢
é (1,1) e quindi A ¢ congruente alla seguente matrice:

1 00
D=1]10 -1 0
0 0 0

113

a

Calcoliamo ora una base di R* diagonalizzante per ¢ utilizzando la TECNICA DI COMPLETAMENTO DEI
QUADRATI DI LAGRANGE. Completiamo 1 quadrati di ¢ prima rispetto a a2 e poi rispetto a ay:
q(xy, v, x3) zmg — &uﬁ, + 2x @ + Gy + 2x0ws =
=(z2 + @1 + ®3)? — @2 — 22 — 2xy23 — 322 + 6223 =
:(;{:—! ¥ 3 + ;1'3)2 —:c? —4:3% +4zix3 = (T2 + 71 + x3)* —(®1, ~ 2;03)2 4 4m§ —da
=(o + z1 + £3)? — (21— 214)2.

Eseguiamo il seguente cambiamento “formale” di variabili:

&by

=zt @ +x3=x + @3 + a3
Y2 =21 — 2a3
W3 =3

0, equivalentemente,

[ 1
y=Mz conM=| 1 0 -2 | € GL3(R).
0 0 1

Vale:
el Az = q(x) =y} — yi = y"Dy = (M2)"D(Mz) = «TMT DMz

D. Segue che le colonne di A7~ ! formana una base diagonalizzante per ¢. Poiché si ha

0 1 2
M1t=|1 -1 -3 | eCGLyR),
0o 0 1
ivettori vy := (0,1,0)7, vg == (1,=1,0)T e v3 = (2,-3,1) formano una base diagonalizzante per ¢. Si
osservi infatti che S4(vi,v;) = 0se i # j, Ba(vi,vy) =1, Ba(va,v2) = —1 e Ba(vs,v3) = 0.

(iii) Basta porre Q(y) := y? — y2 = yT Dy per ogni y € R* e ¢(x) := Mz per ogni 2 € R? dove M ¢ la
matrice definita sopra. Infatti come abhiamo visto al punto (ii), vale:

(Qop)(z) =Qe(2)) = Q(Mz) = (Mz)T'D(Mz) = 2" MT DMz = o7 Az = ¢(z)
per ogni x € R®. ]

Esercizio 12.29 (Esercizio precedente su C). Sia g : C* — C la sequente forma quadratica complessa:
oy, a0, 23) = :1:% — 3:1:% + 2wy 0 + G2z + 20s.
Si risponda ai seguenti quesiti:

(i) Si ealcoli vk(q) e si scriva Vespressione polinomiale della forma bilineare simmelrica polare di .
(i) Si caleoli una base di C* diagonalizzante per q.
(ili) Si caleoli una forma quadratica Q : C* — C in forma canonica (cioé Q(x1, w2, 23) = 23 + ... + @}
per qualche 0 < 1 < 3) e un automorfismo lincare ¢ : C* — C* di C* tale che ¢ = ) o g, cioé
tale ehe il seguente diagramma commuta:

¢4
el o
(c.',i

195 ricordi che, se A e B sono due matrici simmetriche in My (K) (dove K & un sottocampo di C) tali che 2T Ax = 7 Ba
per ogni = € K", allora A = B. Infatti, utilizzando la formula di polarizzazione, si ottiene: 7 Ay = %((;u + )T Al +y) —
2T Ax — yT Ay) = %((.1 +y)" Bla+y) —a" B — y" By) =« By per ogni @,y € K". Ora sostituendo a = e y i vettori della
base canonica di K" deduciamo che 4 e £ hanno gli stessi elementi, ciod sono uguali.
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SOLUZIONE:

La risposta al primo quesito ¢ identica al caso reale. Inoltre i vettori vy, vy e v3 definiti al punto (ii), visti
come vettorl di C* formano una base € di C* diagonalizzante per ¢. Tuttavia g non é in “forma canonica
complessa’” rispetto a tale base:

2 g
q(v) =y — u3
per ogni v € C%, dove (yi,u2,93)" = [v]le. Se si desidera una base che rilegga ¢ in forma canonica
dobbiamo aggiungere un passaggio alla tecnica di completamento dei quadrati. Tnfatti abbiamo visto sopra
che: ¢g(wy, w0, 23) = (g 4wy + x3)% — (w1~ 273)%. Basta portare “—1" dentro il secondo quadrato:
gy, o, 23) = (22 + 21 + z3)? + (izy - 2ixy)2.

Possiamo ora ripetere i ragionamenti fatti nel precedente esercizio. Definiamo la matrice

(O
M= 10 -2 |eqLyc)
00 1

Allora le colonne della matrice (Af')~! formano una base ' di C* diagonalizzante per g, che rilegge ¢ stessa
in “forma canonica complessa™

o) = 5+ 23

per ogni v € C%, dove z = (21, 22, 23)" = [v]e-. Infine, posto Q(y) = z3 422 per ogni z € CP e p(x) == M'z,
si ha che ¢ = () o o, ]

Esercizio 12.30. Si calcoli una base di R® diagonalizzante per la sequente forma gquadratica g : R® —s R:
gy, e, 03) = 2122 + T 123 + Xak3.

Si caleoli inoltre la segnalura di q.

SOLUZIONE:

Procediamo con la tecnica di completamento dei quadrati. Non essendo presenti monomi del tipo ax

2
J
possiamo procedere col segue cambiamento “formale” di variabili:

=&+ o
Y2 = &y
Yy =123
Poiché @y = 91 — ys, 70 = y3 € 23 = y3, si ottiene:
(e, wa, 23) = (Y1 — y2)ye + (11 — Y2)ys + vous = Y1y — Y5 + Y1ys.

Completiamo i quadrati rispetto a yy e e

2 2
T Yy
q(w1, 02, 3) =Y1Y2 — Y3 + 1Y = — (@ - ?) + II + Yy =

. 2
__{ _-ff_i)z vi _
= (ﬁ 5 +4+y1y3

F 2
Y1\ 2 71
- (e-5) ¢ (G +u) -9

Poniamo
=% 4y = %-l— %—2'{'-’113
g B=—R 48
3 =Yz = Ty
ovvero z = Maz se z = (21,22, 23)7, @ = (21,29, 23)T e
11
5 7 |
N 11 1
M -1 1 0 | €eGL3(R).
0 0 1
Osserviamo che
1 -1 -1
Ml=11 1 -1
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Le colonne v = (1, 1,007, vy = (=1,1,00" e v3 = (=1,—1,1)7 di M~! formano una base C di R?
diagonalizzante per g (vedi la soluzione dell'Esercizio 12.27), che rilegge ¢ stesso in forma canonica:

qv) =2~z — 2%

per ogni v € C*, dove (21, 22, 23)7 = [v]c. La segnatura di ¢ ¢ dunque (1,2). ]

Esercizio 12.31. Per ogni k € R, definiamo la forma quadratica q;, : R* — R ponendo
gr(zy, @) == A‘:z."f -+ :L‘% — 2k ws.
Si seriva la forma canownico di qp ol variare di k € R e sia dica per quali valovi di k € R la forma

quadratica q;, & un prodotto scalare su R?. 20

SOLUZIONE:
PriMo MODO. Sia k € R. Definiamo la matrice 4, € M3(R) ponenda:

ko —k
A;.. — ( - 1 ) .

La forma quadratica ¢, coincide con la forma quadratica associata ad A,. Il polinomio caratteristico di
Ap e uguale a Py, (T) = T% — (k+ 1)T + k — k. Studiamo il segno dei coefficienti as := 1, a; := —(k + 1)
e ag =k —k*di Py, al variare di k € R:

A  + ++++ ++ + 44

0\_4 4—}_.}.0.____.,____‘__&___
o, _ 2

-1 0 A 8

Applichiamo ora il criterio di Cartesio, calcoliamo la segnatura sgn(g;) di g e seriviamo quindi la forma
canonica @y di g

e k< —1:ap#0,“+ + =" = sgn(qr) = (1.1) e Qulyr,y2) = yi — 3.

o k=—1:ap#0,% =" = sgn(qe) = (1,1) e Qulyr.y2) = vi — 3.

e ke (=10):ap#0,“+ — =" = sgn(q) = (1,1) e Quly1,y2) =47 — ¥5-
e k=0:ay=0,a; #0,“+ =" = sgn(qx) = (1,0) e Qrly1,v2) = v

o ke (0,1):a0#0,% — +" = sgn(ar) = (2.0) e Qrlu,y2) =1t + 5.

¢ k=1:ap=0,a#0,“+~" = sgn(q) = (1,0) e Quly1,y2) = yi-

s k>1:a9#0,“+ — =" = sgn(q) = (1,1) e Quly1,u2) =y — 3.

Segue che ¢g, ¢ un prodotto scalare se e soltanto se k € (0, 1).

SeconNDo MODO. Completiamo i quadrati di g, rispetto a xs:
ai(z1,72) = kol + a2 — 2kxixa = kol + (z2 — kx1)? — k222 = (29 — ko)? + (k= k®)27.
Si distinguono 1 seguenti casi:

e Supponiamo che k — k% > 0 ovvero k € (0,1). Ponendo

Yy = &z — kx

o = o Vk— k2
otteniamo che la forma canonica Q. di qx & la seguente: Qi (y1,2) = 7 + 43 22 In questo ¢aso gy
ha segnatura (2,0) e quindi g é un prodotto scalare su R2.

200 prodotto scalare ¢ una forma quadratica delinita positiva.

2LQuesta & la successione dei segni dei coefficienti non nulli di P4 .

. s —k 1 i . —k 1 . -
225i noti che (y1,y2)T = ( ViR o ) (z1,22)7 e la matrice ( T 0 ) é invertibile.
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e Supponiama che k — k% = 0 ovvero k € {0, 1}. Ponendo

= wa — kiy
Y2 = &1

¥

otteniamo che Qu(y1,92) = ¥¥. In questo caso g, ha segnatura (1,0).
¢ Supponiamo che k — k* < 0 ovvero k € (~o¢,0) U (1, +00). Ponendo

Y1 = TIra — A‘-:L’l
Yo = vV -k + k2’

otteniamo che Qp(y1.72) = ¥¥ — y2. In questo caso g, ha segnatura (1, 1).

Esercizio 12.32. Siano A ¢ B le sequenti matrici simmetriche reali in My(R):

1 1 0 0 —1 -1
A= 1 2 =2 e B= -1 | 0
0 -2 3 -1 0 0

Si risponda ai seguenti quesiti:

() Si caleoli ln segnatura della forma quadratica associata ad A e si determini una matrice M, €
GL3(R) tale che M AM, sia diagonale.

(ii) Si caleoli la segnatura della forma quadratica associata ad B e si determini una matrice My €
GL3(R) tale che M] BM, sia diagonale.

(ili) Si dimostri che A e B sono congruenti determinando una matrice My € GL3(R) tale che B =
MY AM;.

SOLUZIONE:

(i) Siano g4 : B®* — R e gg : R* — R le forme quadratiche associate ad A e a B, rispettivamente:
ga(x) = 2T Az e gp(x) = 2 Bz per ogni x € R%.
Completando i quadrati di ¢4, prima rispetto a 2 e poi rispetto a 22, otteniamo:

qa(®1; T2, 23) = (21 + Jﬁ;z)2 + (z2 — 211’3)2 - ”"%

Poniamo
Y1 =21+ Xg
Yo = Tg.— 2x3
ys = @3
ovvero y = Nyx se y = (y1,y2,93) %, o = (21,70, 23)T e
1 T 0
Ni=1 0 1 =2 | €GLs(R).
0 0 1
Definiamo D e M, in GL3(R) ponendo:
10 0 1 -1 =2
D=[01 0 e My:=N'=|0 1 2
0 0 -1 0 0 1

Vale:
rTAz = qa(z) =93 + 92 — 13 =yT Dy = (Ni2)'D(Nyz) = 2" NI DNy»
per ogni © € RY. In altre parole, si ha che A = N DN, o, equivalentemente, M AM, = D come
desiderato.
(if) Completiamo ora i quadrati di gg, prima rispetto a z» e poi rispetto a x; ottenendo:
qplxi, @, 25) = (g — xi)? — (z1 + ::".3)2 +- T%
Poniamo
&1 =Ty — I
Zg = g
3 =11+
ovvero z = Nox se z = (21, 29, 23)7 e

|
i
-
)

Ny = 0

]
—

€ GL3(R).
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Definlamo M, € GLy(R) ponendo:

. 0 —1 1
M= =] 1 <1 1
0 10

Vale:
2TBx = qp(s) = 23422 23 =27 Dz = (Noz)" D(Nazx) = ¥ NI DNox
per ogni « € R*. In altre parole, si ha che B = NJ DN o, equivalentemente, M§ BM, = D.
(iii) Poiché M BM, = D = M{ AMy, siha che B = (M; )T (MT AM, )My = (M M5 )T A(M, M ).
In particolare, A e B sono congruenti. Dunque la matrice

-3 1L =3
My = MMy = MNy = 2 0 3
10 1
ha la proprieta desiderata. ]

Esercizio 12.33. Per ogni t € R, si caleoli la segnatura delle forme quadratiche ¢, : R — R e Q) :
R* — R definite ponendo:

9y g
qt (ar] s, @) =ty + 22130 — 20y — .‘rg

Qi (xy, o, x3) = I.zrfﬁ + 2220 + 2o 03 + :r%.
Si ealeolino inoltre una base di R® diagonalizzante per q1 e una base di R diagonalizzante per Q.

SOLUZIONE:

Per ogni ¢ € R sia sgn(q,) la segnatura di ¢; e sgn(Q;) quella di Q;. Procedendo come nella Soluzione
dell’Esercizio 12.31 otteniamo:

(1,2) set<1 (1,2) sef<—1

sgn(g) =4 (1.1) set=1 e sgn(@;) =< (1,1) set=-1

(2,1) set>1 (2,1) set>—1
Per il calcolo di una base diagonalizzante per g; e per Q) si veda la soluzione al quesito (ii) dell'Esercizio
12.27. B

Esercizio 12.34. Sia dica se le sequenti matrici A, B € M;(R) sono congruenti:

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 -1 0 0 =1 =l 10
A=10 1 1 -1 0 ¢ B=] 0 =1 -1 10
0 -1 -1 1 0 0 1 1 -1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 01

SOLUZIONE:

Entrambe le forme quadratiche associate alle matrici A ¢ B hanno segnatura (2, 1), dunque A ¢ B sono
congruenti. [ |

Somma e intersezione di sottospazi vettoriali, proiezioni ortogonali. Sia V' uno spazio vettoriale
su un campo K di dimensione finita n e siano U e W due sottospazi vettoriali di V. Supponiamo siano
noti:
e una base (ui,...,%;) di U e un sistema di equazioni cartesiane AX = 0 per U (cioé¢ A € M, ,(K)
per qualche v, X = (z1....,2,)7 e U = Sol(AX = 0));
e una base (w;,...,w,) di W e un sistema di equazioni cartesiane BX = 0 per W.

Consideriamo il seguente esercizio:

Esercizio. Caleolare una base e un sistema di equazioni eartesiane per i sottospazi vettoriali U + W e
UNnW di V.
SOLUZIONE:

La somma U + W ¢ generata dai vettor wy, ..., u,wy, ... . we. Si pud dunque estrarre una base di U7 + W
da (u1....,u,wy, ..., w,s) applicando il principio dei minori orlati (vedi Esercizio 9.17 del “Foglio 9 di
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o)
s

esercizi”). Utilizzando ancora il principio dei minori orlati assieme alla base di U + W appena calcolata, si
puo scrivere un sistema di equazioni cartesiane per U + W (vedi la parte finale del “Foglio 9 di esercizi”).

Un sistema di equazioni cartesiane per UNW é facile da scrivere: basta mettere a sistema sia le equazioni
cartesiane di {J che quelle di . In simboli si ha:

] AX =0
Unw —Sol({ B —0 )

Una base di U/ N T si pud ora ottenere risolvendo il suddetto sistema. [ ]

Esercizio 12.35. Siano U e W due sottospazi vettoriali di B* tali che

U=<up,us,ug > conug=(1,0,-1, l}’r.‘uz =(1,0,3,2) e uy = (1.U§ﬁ13,—2)T,

W =< wy,wa, w3, wy > conwy = (2,0,2,3)" wa = (0,1,0,007 w3 = (1,0,0, )7 e wy = (1,-1,2,2)7,
Si risponda ai seguenti quesiti:
(i) Si calcolino: wna base di U, una base di W, equazioni cartesiane per U ed equazioni cartesiane
per W,
(i) Si calcolino: equazioni cartesiane di UNW, una base di UNW e una base di U + W .
(iii) Equipaggiamo R* con il prodotto scalare stabdard (z,y)g: = 27y, Sia P = (2,2.2, 37T, 8i calcolino:
la proiezione ortogonale di P su U, la distanza tra P e U 2, la proiezione ortogonale di P su W e

la distanza tra P e W. Si caleolino infine: equazioni cartesiane per UL, una base per UL, equazioni
cartesiane per WL e una base per WL,

SOLUZIONE:

(i) (w1, us) & una base di U e quindi dimg(U) = 2. (wy,ws, wsy) ¢ una base di 1V e quindi dimg (W) = 3.
Possibili equazioni cartesiane per U sono le seguenti:

X9 = 0
—dry— g+ 4y =10
Un’equazione cartesiana per W é la seguente: 2z 4+ 25 — 22, =0
(ii) Ecco delle equazioni cartesiane per U N W
To =10
—buwy —uwg+4duy =10
201+ a3 — 224 =0
Risolvendo il precendente sistema si ottiene che U N W =< (2,0,2,3)7 > e quindi dimg(I/ N W) = 1.
Grazie alla formula di Grassmann, si ha che dimg(U + W) = 2+ 3 —1 = 4. Segue che U + W = R%.
Possiamo dunque scegliere la base canonica di R* come base di U/ + W.
(iii) Calcoliamo la proiezione ortogonale Py di P su U. Poiché (w1, ug)ps = 0, vale:
(.P, !I1)'p_4 <P;?!.2>[,3_|
U
(H} 5 )Rl L (’U,Q, 'U,Q)E;yt
Un’altro modo per calcolare Py; é il seguente. Poniamo Py = tuy+sug con £, s € R (£ e s sono incognite).
Allora ¢ e s soddisfano il seguente sistema:

{ (g, P — (t1g + sug))ps =0 { t{uy, uy)ps + s{ug, uopr = (g, Phya

Py = ug = (2,0,2,3)7.

(g, P — (tug + sua))gs =0 tlug, g + s{ta, o) = (Ua, Py

Risolvendo si ottiene { = s = 1 e quindi Py = (2,0,2,3)”. Ladistanza tra Pe U é uguale a ||P— Py ||z = 2.
Poiché P € W, la proiezione ortogonale di P su W ¢ P stesso e quindi la distanza tra P ¢ W ¢ nulla.
Seriviamo ora un sistema di equazioni per {/=:

= (g, (er, @2, 03, 74) )ga = 0 ¥y —ax3+ay=0
i >
o { (ug, (11, T2, 23, aﬁﬁl)' Yge =0 ry+ 3w+ 284 =0

Risolvendo tale sistema si ottiene una base di U+,

Calcoliamo ora W+, Poniamo N := (2,0,1, —Q)T. Osserviamo che 'equazione cartesiana 2z, + x5 —
224 = 0 per W, si pud scrivere come segue: (N, (xy, 22, 23.24)" )ps = 0. Quindi (N) é una base di W-.
Tre equazioni cartesiane per la retta W+ di R" si possono ottenere utilizzando il principio dei minori orlati
(vedi “Foglio 9 degli esercizi”). Il vettaore N & detto vettore normale all’iperpiano W di R%. ]

23%e P, ¢ la proiezione ortogonale di P su U7, allora la distanza tra P e [/ é uguale a [P — Py llga.



