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Si svolgano 1 seguenti esercizi. Si terra conto non solo della correttezza dei risultati, ma anche
della completezza e chiarezza delle spiegazioni.

Esercizio 1. Per ogni k € R, si dica se il seguente sistema lineare Sy, nelle incognite (z,y, z,w) €
R? & compatibile e, in caso affermativo, si calcolino tutte le soluzioni di Sg:

—y + 2kz = 2k
ke +y+w=2
S :
y—z+w=1
r—kz=—k

Esercizio 2. Sia 7 : R — R* I'endomorfismo definito ponendo
T({z,y, =, ‘ur)T) =(—z=2y+2+2w,—y+w,—x—2y+z+2w,—y+ u,)j
Si risponda ai seguente quesiti:

(2a) Si dimostri che Ker(T) = Im(T) e si deduca da questa uguaglianza (senza calcolare il
polinomio caratteristico di 7') che lo spettro di 7' ¢ uguale a {0}.
(2b) Sia W il sottospazio vettoriale di R* definito dalla seguente equazione cartesiana

r4+y—z—w=0.
Si calcoli una base del sottospazio vettoriale T(W) di RY.

Esercizio 3. Sia A € M3(C) la seguente matrice complessa

i |
A= -1 1 -},
1 i 1

dove i = /-1 & l'unita immaginaria. Si dica se A & unitariamente diagonalizzabile e, in caso
affermativo, si calcoli una base ortonormale di C? diagonalizzante per I'operatore L, : C* — C?
associato ad A e una matrice P € SU(3) tale che P AP ¢ diagonale.

Esercizio 4. Per ogni k& € R, si dica se le seguenti matrici in M3(R)

1 -1 2 1 0 1
A= -1 -3 0 e Br=10Fk k
2 0 3 1 k k

sono congruenti e, in caso affermativo, si calcoli una matrice My, € GL3(R) tale che A = M g B M.

Esercizio 5. Sia n un intero positivo e sia A € My, (R) la seguente matrice a blocchi

()

dove B,C, D € M,(R) e 0 ¢ la matrice nulla in M, (R). Si rispenda ai seguenti quesiti:
(ha) Sidimostri che rk(B)+rk(D) < rk(A) e si fornisca un esempio in cui rlk( B)+rk(D) < rk(A).
(5b) Si dimostri che vale 'uguaglianza rtk(B) + rk(D) = rk(A) se C' = 0.
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Soluzioni

Esercizio 1. Riduciamo a gradini la matrice associata al sistema, effettuando al primo passaggio
lo scambio tra la prima e la quarta colonna:

W oy 7 x {4 7z X
0 —1 2k 0] 2k 0 —1 2k 0] 2k I 1 1 0 k| 2
klOlQHIl(}k'}_}I 0 -1 2k 0|2k |
0 1 -1 1] 1 T 3 =3 G 2 1 1 =1t 0| 1
1 0 —k 0|—k 0 0 —k 1|-k 0 0 —k 1|—k
Wy  x F DA - X
1 1 0 k| 2 1 1 0 k| 2
" 0 -1 2k 0] 2 o 0 -1 2 0|2k
I= LT 0 0 1 k| 1 0 0 1 k|l 1
0 0 —k 1|—k IVLEIIT \0 0 0 14+k| 0

Per ogni k € R, 1 + k% # 0 e quindi il sistema & compatibile ed ammette un’unica soluzione.
Sia k € R. Torniamo ora al sistema:

w+y+kr =2 =20
- z =2k Yy =
y+ 2kz k i y=10
T+z= za
(1+kHz=0 w=2

Segue che Sol(S) = {(0,0,1,2)7} per ogni k € R.

Esercizio 2. (2a) La matrice associata all’endomorfismo T rispetto alla base canonica C4 di R* &
la seguente:

—~f =2 1 2
0 -1 0 1
M) =1 _1 _9 1 2
0 -1 0 1

(Juesta matrice ha rango 2 in quanto sono presenti due coppie di colonne (o righe) uguali e il
minore principale di testa di ordine 2 & diverso da zero. Dunque una base di Im(T) & data da
(v1,22), dove vy == (1,0,1,0)7 e vy := (2,1,2,1)7. Grazie al teorema di nullita piil rango, si
ha che dim(Ker(T)) = 4 — dim(Im(T)) = 2 e quindi dim(Ker(7)) = dim(Im(7)) = 2. In tal
modo, per dimostrare che Ker(7T') = Im(T’), & sufficiente far vedere che Im(7") C Ker(T') ovvero
che {v1, v2} C Ker(T'). Quest’ultima inclusione & soddisfatta in quanto & immediato verificare che
T(m) = T(vs) = (0,0,0,0)%.

Proviamo ora che lo spettro o(7) di T é uguale a {0}. Innanzitutto osserviamo che dim Ker(7") =
2> 0 e quindi 0 € o(T'). Supponiamo per assurdo che esista A € o(T)\ {0}. Sia v un autovettore
di T relativo a A. Poiché v = T'( %v), si ha che v € Im(7T) e quindi v € Ker(T'), essendo Im(7T") =
Ker(T). Segue che \v = T(v) = 0, ovvero A = 0 che ¢ assurdo. Cio prova che o(T) € {0} da cui
la tesi: o(T7) = {0}.

(2b) Risolviamo l'equazione di W in x ed esprimiamo W in forma parametrica:

r=—y+z4+w = W={(-t+s+rts57)7 eR|tsrecR}.

Una base di W e data dunque da (wy,ws,ws), dove w; = (—=1,1,0,0)7, wy := (1,0,1,0)%
e wy == (1,0,0,1)T. Osserviamo ora che T'(uw) = (=1,=1,=1,=1)T, T(ws) = (U,!},(),O)T e
T(ws) = (1,1,1,1)F = —~T(w). Poiché T(W) =< T(wy).T(ws). T(ws) > (perché?), segue che
((1,1,1,1)1) & una base di T(W).

MUn altro modo di dimostrare che o(T) C {0} ¢ il seguente. Se A € o(T) e v & un autovettore di T ro] ativo a A,
allora A v = T(T(v)) e T(T{v)) = 0 in quanto T(v) & Im(T) = Ker(T). Segue che A = 0.



Esercizio 3. Poiché B ¢ hermitiana (cioe BY = 13), il teorema spettrale (caso hermitiano) assicura
che A & unitariamente diagonalizzabile, anzi unitariamente simile ad una matrice diagonale con
clementi diagonali reali.

Calcoliamo il polinomio caratteristico di B sviluppando il corrispondente determinante rispetto
alla prima riga:

-7 i 1
Py(T) = -3 1= — | =(1-T((1-T¥P+2) —i(~i+iT+i)+(-2-14T) =
1 P

=(1 - T)T?-2T) + 2T = -T*(T - 3).

Segue che o(A) = {Ag, A1} con \g=0¢e A; = 1.

Calcoliamo ora una base ortonormale di Vy,(B). Ricordiamo che VY, (B) ¢ ugnale all'insieme
delle soluzioni del sistema lineare BX = 0, ove X = (71, m9,23)%. Applicando la procedura di
climinazione di Gauss-Jordan a tale sistema, otteniamo:

1 1 1 1 i1
—i 1 -1 |+~ II+4il 00 0
1 1 1 IIr -1 000

In altre parole il sistema lineare BX = 0 ¢ equivalente all’equazione 2y + ize + 3 = 0 ovvero
Ty = —iry —wy. Dunque V), (B) = Sol(BX =0) = {(—it—s, Lay e C¥ |t s C} e quindi, posto
v = (=1,0,1)T e va := (—1,1,0)7, (v7.02) & una base di Vi (B).

Applichiamo Gram-Schmidt a tale base di Vo (A):

o wy =y, (wi,wi)os =2, JJwillps =
{(va, wy)es - — —L ~2
o s = Yy — <——“—w§ = 1 0 I — 1 ],
Wi, W )3 { x
£ 0 1 1 \ -2
g .
i » |i* 3 V6 |
<'£L';g,'lb’2)@:5 = —5 + |]| -+ 5 == 5, “L["g”@.‘i = T.’,
o i wy 1 —8 ; wo 1 _r;
) = e ey — = 2
lwilles V2 1/ Jwalles V6 | _

Segue che (i1, 4) ¢ una base ortonormale di V,, (B).
Passiamo ora a Vy,(B). Applichiamo la procedura di eliminazione di Gauss—Jordan al sistema
lineare (B — A13)X = 0 ottenendo:

—2 i 1 177 1 i =2 1 i =2
-1 =2 —i | —-i =2 =i | I +il 0 3 -3 | —
1 1. —2 1 -2 i 1 Ir+21 0 3 -3
1 1 =2

e (=i [ o1
II—11 \ 0o 0 0

Segue che

Vi, (B) = Sol ({ o1y = 20y =0 ) ={(t,-it,)T e C*|t € C} =< v3 >,
To +iry =0 |

dove w3 = (1,1, 1)". Posto @y = vs/||usllcs = (1/v3)(1.—i.1)7, si ha che (i3) & ‘una base
ortonormale di V (B).

Segue che C := (1, 1y, w3) & una base ortonormale di C* diagonalizzante (via similitudine) per
Lp. La matrice Mg, ¢(1¢2) € U(4) ha per colonne 1, b, 13 ¢ quindi vale:
1 .

—i

1
det( Mg, c(1es)) = 0 v ~=|l=—=r—=—=-] 0 2 —_i = 6(_6) — 1.
%
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Poiché det(Me, c(1ga)) = —1 # 1, si ha che Mg, ¢(1c3) € SU(3), cloé Mg, c(1es) non &
unitaria speciale.

Attenzione. Una diversa scelta della base C di C? potrebbe fornire una matrice Me, ¢(1¢s) €
SU(3).

Nota. Lo studente puo trovare esercizi simili a quello appena svolto sul “Foglio di esercizi 12™

http://science.unitn.it/~carrara/MICHELA/

Esercizio 4. Si osservi che det(A) = 0, ovvero rk(A4) < 2. Poiché il rango ¢ un invariante per
congruenza, se By & congruente ad A, allora rk(B},) < 2 ¢ quindi —k = det(By;,) = 0 % Segue che
A e B), possono essere congruenti solo nel caso k = 0. Studiamo dunque tale caso. '
Consideriamo le forme quadratiche qa(z) = 2T Ar e gp,(v) = 27 Byx su R? associate ad A e
a By rispetto alla base canonica di R3. Applichiamo la tecnica di completamento dei quadrati di
Lagrange a g4 ¢ a qp,:
gale) = a:f - 3:1:% + 3;r§—2a’:1:1:2 + dxqxg =
= (1 — xa + 2.'1:3)2 — a:% — 4cc§ + 4xocy — 31:.3 + 3:{;% ==
& ') Ly : £l .Ad
= (11 — 3 + 23)" —433 717§+4$2m3 = (B —@2 + 923)° — (29 — 23)?
e
2 — 2 L
g, (¥) = @) 4 23123 = (11 + x3)° — 23
Le segnature di g4 e di ¢gp, sono entrambe uguali a (1,1). Le matrici A e By sono dunque
congruenti.

Calcoliamo la desiderata matrice My € GLy(R). Consideriamo il seguente cambiamento formale
di coordinate:

Y2 = 230 — T3 3
Y3 = T3
che possiamo scrivere in forma matriciale ponendoy = Mz, dovey = (y1, ya. y3), & = (w1, wy, w3)7
[ 2
M = 2 -1
0 0

Segue che
ol Ar = qalx) = yf - yi‘i =y Dy=2"M'DMz per ogni = € R?,

dove
1 0 0
D= 0 —1 0
0 0 0

Poiché le matrici A ¢ M7 DM sono simmetriche, si ha che A= MTDM (perché?).
Consideriamo il cambiamento formale di variabili z = Nz, dove 2 = (27, 22, 2'3)1 e

1 01
N=| 001
010

Vale:

ZI'TBU.’}' = gg ()= Hf — ,d% =:2"Dz=a2"NTDNz per ogni xr € R3
¢ quindi By = NTDN. Segueche D = (N"H)TBy(N"Yed=MT(N"YTByN"'M = (N M) By(N"'M)
E ora sufficiente porre

1 -1 0 F -1 2 1 =% 3
My:=N'M=]0 01 8 9 - =0 & 1
0 1 0 0o 0 1 0 2 =1

2Qunsl:‘nli‘ima ngnaglianza pué esser dimostrata anche direttamente mediante la formula di Binet. Infatti, se By,
& congruente ad A, allora B, = N AN, per qualche Ny € GL3(R) e quindi det(By) = det(Ny,)* det(A) = 0.



Nota. Lo studente pud trovare esercizi simili a quello appena svolto sul “Foglio di esercizi 127

http://science.unitn.it/~carrara/MICHELA/

Esercizio 5. (5a) Definiamo b := rk(B) e d := rk(D). A meno di riordinare le prime n righe, le
ultime n righe, lo prime » colonne e le ultime n colonne di A, possiamo supporre che la sottomatrice
B = AQ,....b]1..... b) di B ¢ Ia sottomatrice D' := A(n+1.....n+d|n+1,...,n+d)di D

siano invertibili. Definiamo la sottomatrice €' di C e la sottomatrice A’ di A ponendo:
C'=AQ,....;bln+1,....n+d)

A= Al b L...,n+d|1,....;b,n+1,..., n-+d).
Osserviamo che A’ ¢ una matrice triangolare a blocchi della seguente forma:

B|C
A= + .

Poiché det(A') = det(B') det(C") # 0 e 'ordine di A’ & uguale a b + d, sia ha che A’ & invertibile
e quindi rk(A) > b+ d, come desiderato.
Ponendo B = D := (0) € M;(R) e C := (1) € M;(R), la corrispondente matrice

0 1
A= ( 5 B ) € M (R)

ha la seguente proprieta: rk(A) =1 > 0+ 0 = rk(B) + k(D).

(5b) Supponiamo C' = 0. Siano b := rk(B) ¢ d := rk(D) come sopra. Grazic al punto precedente,
¢ sufficiente dimostre che

rk(A) < b+d.
A meno di riordinare le prime n colonue ¢ le ultime n colonne di A, possiamo supporre che sia le
prime b colonne By, ... - By di B che le prime d colonne Dy, ..., D4 di D siano linearmente
indipendenti. Per ognii € {b+1,...,n} eper ognij € {d+1,...,n}, esistono (unici) 3. .... 5 €
R e 0—_“, 2 :6jd € R tali che
By = BBy + ...+ BBy

e
Dy =61 Dy + . . + 8aDyay.
Poiché
By 0
] :
Ap=1| e Anp=1|
0 DU)
per ogni i,j € {1,...,n}, si ha che
./i(.,;) = B A(l) + ... F .BibA(b)
e

A(n~+j) = 5_]'1.A(n+1.) + s F ‘deA(thd)
per ogni i € {b+1,...,n} e per ogni j € {d+1,...,n}. Segue che
11{(A) = (hl'].lﬂ (< .—4(1). sox iy /fl(h)‘ /"1(‘”_%‘1). ..... A () >) < b+d.



