CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA.

FOGLIO DI ESERCIZI 9- GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE 2012/13

Esercizio 9.1 (8.40). Sia T : R* — R® lapplicazione definita da T(x,y) = (2z,2 — y,2y), e siano
B=1{(1,0), (1,1) } e B = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } due basi di R* e R® rispettivamente. Determinare
la matrice A = Mg/(T) associata o T rispetto alle basi B e B'.

SOLUZIONE:
La matrice A cercata ha per colonne le immagini attraverso T' degli elementi di B, espressi rispetto a
B’. Cominciamo a calcolare la immagini:

T(1,0) = (2,1,0),  T(1,1) = (2,0,2)
I vettori cosi ottenuti sono pero espressi rispetto alla base canonica. Indichiamo con
uj = (1,1,0), uy = (0,1,1), uy = (0,0,2)

gli elementi della base B’. Esprimere (2,1,0) e (2,0,2) rispetto a B’ equivale a risolvere le due equazioni
vettoriali: xu) +yub+zuy = (2,1,0) e zuf +yuh+zuf = (2,0,2). Consideriamo quindi la matrice associata
a tali sistemi, riducendola con le due colonne dei termini noti contemporaneamente:

100 | 2 2 100 | 2 2 100 ] 2 2
1 10| 1o0l=II-1{010] -1 —=2|= 010 ] -1 -2
012 ] 0 2 012 1] 0 2 II—1110 0 2 | 1 4

Per risolvere I'equazione zuj + yub + zuj = (2,1,0) consideriamo la prima colonna dei termini noti:

r=2 =2
y=-1 =< y=-1 =
2z=1 z—1
B 2
I / 1 I 1
T(1,0) = (2,1,0) = 2u} —uj + jup = (2, -1, 5
BI

Analogamente per risolvere 'equazione zu) + yuj + zufy = (2,0, 2) consideriamo la seconda colonna dei
termini noti:

r=2 r=2
y=-2 =y=-2 =
2z =4 z=2

T(1,1) = (2,0,2) = 2u) — 2ub + 2uly = (2,-2,2) 5,

Infine
2 2
A=|-1 =2
1
5 2

Esercizio 9.2 (8.44). Sia S :R*® — R%la funzione lineare associata a:
0 00
0 01
1 2 3
rispetto alla base {(1,1,1), (0,2,2), (0,0,3)} di R>.

a) Si scriva la matrice associata a S rispetto alla base canonica.
b) Determinare basi dell’immagine Im(S) e del nucleo N(S).

SOLUZIONE:



2 FOGLIO DI ESERCIZI 9 — GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE 2012/13

a) Siano v; = (1,1,1), ve = (0,2,2), v = (0,0, 3).
Dalla matrice si ricava che
S(v1) =5(1,1,1) = (0,0,1)5 = Ovy + Ovs + vz = (0,0, 3)
S(ve) = 5(0,2,2) = (0,0,2)5 = 0vy + Ovg + 2v3 = (0,0, 6)
S(vs) =5(0,0,3) =(0,1,3)g = Ovy + lvg + 3v3 = (0,2,11)
Per calcolare le immagini della base canonica, dobbiamo prima determinare le coordinate degli

elementi e; della base canonica rispetto alla base {v1,va,v3}, ovvero esprimere gli e; come combi-
nazione lineare di vy, v e v3, ovvero risolvere le equazioni

U1 + Yvg + 2v3 = €; 1=1,2,3

In questo caso, data la semplicita dei calcoli non € necessario impostare le tre equazioni, infatti:

B 1 1 1 1
€1 = U1 21/2, €2 = 2112 31137 €3 = 303
Quindi per la linearita di S:

S(es) = S(n) — 35(2) = (0,0,3) = 5(0,0,6) = (0,0,0)

S(es) = %S(Ug) - %S(Ug) _ %(0,0,6) - %(o,z, 1) = (o, —; _§>

S(e0) = () = (0.3, 1)

Infine la matrice associata a S rispetto alla base canonica e:

0 0 0
A=10 -2 2
% 131

0 -3 %

¢) In questo caso non & necessario procedere con la riduzione a gradini. Infatti ¢ evidente che la
sottomatrice formata dalle ultime due colonne ha rango 2, quindi una base dell’immagine di S &

B(Im(S)) =1{(0,2,2), (0,2,11) }

Dal teorema di nullita pitt rango sappiamo inoltre che il nucleo ha dimensione uno e avendo
trovato che S(e;) = 0, possiamo concludere che una base del nucleo di S &

B(N(5)) = { (1,0,0) }

Esercizio 9.3 (8.36). Sia S:R* — R? la funzione lineare
S(x1,x2,x3,24) = (321 — 223 + x4, 4da1 — 229 + 223 + 324, T1 + 223 + 224).

a) Si trovi una base del nucleo di S e una base dell’immagine di S.
b) Sia & la base canonica di R* e sia B la base di R® costituita dai vettori

U1 = (1707 1)3 V2 = (17070)a v3 = (17171)

Si determini la matrice ME(S) associata a S.

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice A associata a S calcolando 'immagine degli elementi della base canonica:

Sler) = (3,4,1)

3 0 -2 1
Sea) =(0-20) 41y 5 2 3
5(63) = (_252a2> 1 0 2 2

S(es) = (1,3,2)
a) Riduciamo a gradini la matrice A:

II7|11 0 2 2 1 0 2 2
4 -2 2 3| = 1I-41 -2 -6 -5
I (3 0 -2 1 11T - 31 0 -8 -5

Una base dell'Tmmagine di S & data da
B(Im(S)) = {S(e1), S(e2), S(es)}

o o
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Per trovare una base del nucleo risolviamo il sistema omogeneo:

v=?

r+22+2w=0 —t5
9y —6z—Bw=0 = y:t = B(N(S)) = {(6,5,5,—8)}

—8z—-b5w=0 °T 8

w=—=t

5

b) Si tratta di esprimere S(e1), S(ez2), S(es), S(eq) rispetto alla base B. Scriviamo quindi la matrice
associata ai 4 sistemi zvy +yve + zv3 = S(e;), considerando contemporaneamente i quattro vettori:

111 ] 3 0 =21 11 1/ 3 0 -21
001 ] 4 -2 2 3/=III-7T|0 -101] -2 0 4 1
101 | 1 0 2 2 17 o 0 1| 4 -2 2 3
Risolviamo ora i quattro sistemi

r+y+z=3 Tz =-3

—y:—2 = y:2 =>S(€1):(—3,2,4)B

z+y+2=0 =2

—y=0 =qy=0 = S(e2) = (2,0,-2)5

z =2 z=-2

T+y+z=-2 z=0

—y=4 =qy=-4 = 5(e3)=(0,-4,2)p

r+y+z=1 z=-1

—y=1 =<¢y=-1 = S(es) =(-1,-1,3)5

Infine
4 -2 2 3

Esercizio 9.4 (8.35). Sia T : R* — R® la funzione lineare definita da
T(aj?y7z) = ($+ya 235—y—2> 2y+2’)
e sia B={(1,2,—4), (0,1,1), (1,0,—7)} una base di R>.

a) Stabilire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva.

b) Si determini la matrice ME(T) associata a T rispetto alla base B e alla base canonica &.
c) Si determini la matrice ME(T) associata a T rispetto alla base canonica € e alla base B.
d) Si determini la matrice Mp(T) associata a T rispetto alla base B.

SOLUZIONE:

a) Dobbiamo in sostanza calcolare il rango di Mg(T) = M(T):

1 1 0 1 1 0 1 1 0
M(T)=1|2 -1 —1|=II-2I|0 -3 —1|= 0 -3 —1
0 2 1 0 2 1 3IIT+2[10 0 1

dim(Im(T)) =rg(M(T)) =3 = T ¢ suriettiva
dim(N(T)) =3 —rg(M(T)) =0 = T & iniettiva
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b) Si tratta di calcolare le immagini dei vettori della base B, e scrivere la matrice che ha questi come
colonne. Cid equivale a moltiplicare la matrice M (T') con la matrice

1 0 1 31 1
P=|2 1 0|=MTP=|4 -2 9
-4 1 -7 0 3 -7

Infatti T'(1,2,—4) = (3,4,0), 7(0,1,1) = (1,-2,3), T(1,0,—7) = (1,9,-7), come si pud deter-
minare usando la definizione data di 7.

c) I vettori T'(e1) = (1,2,0), T'(e2) = (1,—-1,2), T'(e3) = (0,—1,1), vanno espressi nella base B. Le
coordinate dei vettori cosi ottenuti saranno le colonne di MZ(T). Equivalentemente si ha che

7 -1 1 5 10 2
MB(T)=PM(T)=|-14 3 —2|M(T)=|-8 —21 -5
-6 1 -1 —4 -9 -2

d) Sianov; = (1,2,—4), vo = (0,1,1) e v3 = (1,0, —7). Dati i punti precedenti per ottenere la matrice
richiesta basta fare P~ M (T)P per ottenere la matrice richiesta.
Se non fossero state richieste le matrici precedenti, il metodo piu semplice consiste nel calcolare
le tre immagini dei vettori della nuova base e poi trovare le coordinate di questi tre vettori rispetto
alla base B = {vy, va, v3}.

T(v1) =(3,4,0), T(ve)=(1,-2,3), T(v3s)=(1,9,—7)

Si tratta ora di esprimere tali immagini come combinazioni lineari degli elementi di B, cioe di
risolvere ’equazione xv; + yva + zvs = T'(v;) per i« = 1,2,3. Per risolvere i tre sistemi contem-
poraneamente riduciamo a gradini la matrice formata dai tre vettori v; affiancata dalla matrice
formata dai tre vettori T'(v;)

1 0 1 | 3 1 1 10 1 | 3 1 1
2 1 0 | 4 —2 9|=>1I-2I|0 1 -2 | -2 —4 7
—4 1 -7 | 0 3 —7| II+4I|0 1 -3 | 12 7 -3
1o 1 | 3 1 1
= 01 —2 | -2 -4 7

Irr—1r{0 o -1 | 14 11 -10

Risolviamo ora i tre sistemi:

r+z2=3 =17
T(v): Cy—2z2=-2 =qy=-30 = T(v1)=(-17,-30,14)5
r+z=1 r =12
T(vg): Qy—22=-4 =<y=-26 = T(vg)=(12,-26,-11)p
r+z=1 z=-9
T(vg): Sy—22=7 =<y=27 = T(v3)=(-9,27,10)3
—z=-11 z=10
Infine la matrice B associata a T rispetto alla base B &
17 12 -9
Mp(T)=|-30 —26 27
—-14 —-11 10

Esercizio 9.5 (8.50). Sia
B = {Ul = (1707 1)a V2 = (07_1a0)a U3 = (27070)}

una base di R® e sia T Uendomorfismo di R® cosi definito:

T(v1) = (3,1,2), T(ve) = (0,1,1), T(vs) = (6,4,6)

a) Si determini la matrice M(T) associata a T rispetto alla base canonica.
b) Si determini base e dimensione dell’Immagine e del Nucleo di T'.
c) Si stabilisca per quali valori di k il vettore vy, = (k+ 1,0, k) appartiene all’Immagine di T.
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SOLUZIONE:

a) Per determinare T'(e;), dobbiamo ricavare le coordinate di e; rispetto alla base B. Non & perd

necessario risolvere le tre equazioni xvy 4+ yve + 2zv3 = e; in quanto seplicemente:
1 1

€1 = ZU3, €2 = —V2, €3 =V1 — 5U3

2 2
Di conseguenza

1
T(es) = T(v) = 5T(vs) = (3,1,2) = (3,2,3) = (0,~1,~1)
e

3 0 0

M(T)=1{2 -1 -1

3 -1 -1

b) Riduciamo M(T) a gradini

137 [1 0 0] 1 0 0
II—2/31l0 -1 -1| = 0 -1 -1
Inr—1 [0 -1 —1] II1-1110 0 0

Quindi
dim(Im(T)) = rg(M(T)) = 2
B(Im(T)) ={(3,2,3), (0,—1,-1)}

Sappiamo gia che dim(N(T')) = 3 — rg(M(T)) = 1. Per determinarne una base risolviamo il

sistema omogeneo associato a M (T):

z=0
{xzo = y=—t = B(NT))={(0,-1,1)}
—y—2=0 JR—

c¢) Il vettore vy = (k+1,0, k) appartiene all'Tmmagine di T se & combinazione lineare dei vettori della

base in Im(T'):

3 0 | k+1 3 0 | k+1 1 0 | 0
2 -1 | 0 =3II-2I|0 -3 | —2k-2|= III 0 -1 | -1
3 -1 | k Ir—110 -1 | -1 I71-311110 0 | —2k+1
Infine, se k = % la matrice completa e incompleta hanno lo stesso rango, quindi il sistema

ammette soluzione e vy appartiene a Im(7'), mentre se k # 1, allora rg(A[b) = 3 > rg(4) = 2,

quindi il sistema non ammette soluzione e vj non appartiene a Im(T).

Esercizio 9.6 (9.1). Verificare che v = (1,0,0,1) & autovettore dell’applicazione lineare T cosi definita

T(x1, 20, 23,24) = (221 — 223, —x1 + 229 + 3 + x4, T3, T1 — 223 + T4)

Determinare inoltre il relativo autovalore.

SOLUZIONE:

Calcoliamo T'(v):
T(1,0,0,1) = (2, —1+1, 0, 1+1)=(2, 0, 0, 2) =2-v

Quindi v ¢ autovettore associato all’autovalore 2.

Esercizio 9.7 (9.3). Sia T I’endomorfismo di R® definito da

11
A=10 3
0 0

N OO
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a) Stabilire se esistono autovettori di T ed eventualmente determinarli.

b) Stabilire se T ¢ diagonalizzabile.

¢) Determinare la base rispetto alla quale T ha matrice associata D diagonale e determinare la matrice
diagonale D e la matrice P diagonalizzante (cioé tale che P~1AP = D).

SOLUZIONE:
Risolviamo questo esercizio utilizzando la sola definizione di autovalore e autovettore.
a) Un autovalore di T & un numero A € R per cui esiste un vettore v = (z,y, z) non nullo tale che
T(v) = Av. T vettori v tale che T'(v) = Av sono detti autovettori di T relativi a A. Si tratta quindi
di verificare per quali A € R l'equazione T(v) = Av ammette soluzione non nulla. Impostiamo
I’equazione:

1 10 T Az T4y Az
Tw)=X = A-v=X = |0 3 0 yl = |yl = 3y | =[Ny
0 0 2 z Az 2z Az
T4y = 1-XNz+y=0 11—\ 1 0 |0
= (3y=\y = {(B3=-Ny=0 = 0 3-X 0 | 0
2z = Az (2—XN)z= 0 0 2-X [0

Quindi T'(v) = Av ammette soluzione v # 0 se e solo se il sistema omogeneo trovato ha soluzione
non nulla. Sappiamo che un sistema omogeneo in tre incognite ammette altre (infinite) soluzioni
oltre a quella nulla se la matrice dei coefficienti ha rango minore di 3. Quindi 7" ha degli autovettori
se la matrice dei coefficienti determinata ha rango minore di tre, ovvero determinante nullo:

1—A 1 0
det | O 3—A 0 =1-MB=-XM)2-XN)=0= A=1,3,2
0 0 2—-A
Consideriamo i tre casi
— Se A =1 otteniamo il sistema omogeneo

010 |0 y=0 r=t
0 20| 0]=¢2y=0 =<y=0
0010 |.og =0

Quindi tutti i vettori del tipo (¢,0,0), ¢ € R sono autovettori di T relativi all’autovalore 1:
T(t,0,0)=A-(t,0,0) = (¢,0,0).
L’insieme di tali autovettori ¢ detto autospazio relativo all’autovalore 1:
E(1) = (1,0,0))

— Se A = 3 otteniamo il sistema omogeneo

o0 0 |0 {—2“@/:0 N
0 0 -1 | 0 —2=0 =0
Quindi tutti i vettori del tipo (t,2t,0), t € R sono autovettori di T relativi all’autovalore 3:
T(t,2t,0) = A-(t,2t,0) = (3t,6t,0) = 3 - (¢,2t,0).
L’insieme di tali autovettori ¢ detto autospazio relativo all’autovalore 3:
E(3) =((1,2,0))

— Se A = 2 otteniamo il sistema omogeneo

-1 1.0 | 0 =0
— =0

0 101 0 ?{ Ty = dy=0

0 00 |0 y=0 Ly

Quindi tutti i vettori del tipo (0,0,t), ¢ € R sono autovettori di T relativi all’autovalore 2:
T(0,0,t) = A-(0,0,t) = (0,0,2t) = 2-(0,0,1).
L’insieme di tali autovettori ¢ detto autospazio relativo all’autovalore 2:
E(2) = ((0,0,1))
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b) T & diagonalizzabile se rispetto a una opportuna base ha associata una matrice diagonale, ovvero
se esiste una base di R” formata da autovettori di T. Prendiamo un autovettore relativo a ciascun
autovalore:

U1 = (1,0,0), U2 = (17270)3 U3 = (ana 1)

e stabiliamo se sono linearmente indipendenti calcolando il determinante della matrice associata ai
tre vettori:

110
det [0 2 0] =1-2-1#£0
00 1

O N

Quindi i vettori sono linearmente indipendenti e B = {vy, va, v3} & una base di R® formata da
autovettori di T', dunque T € diagonalizzabile. In realtd autovettori relativi ad autovalori differenti
sono sempre linearmente indipendenti.

¢) Abbiamo gid determinato la base al punto precedente. Inoltre

T(’Ul) =1 = T(Ul) = (1, 0, O)B 1 0
T(’UQ) = 3vy = T(UQ) = (0,3,0)3 = MB(T) =D=10 3
T(’Ug) = 2u3 = T(Ug) = (0,0,2)3 0 0

Notiamo che D ¢ la matrice che ha sulla diagonale gli autovalori relativi ai tre autovettori che
formano la base.

La matrice P diagonalizzante (cioé tale che P~1AP = D) ¢ la matrice di transizione dalla base
B alla base canonica C cioe la matrice che ha per colonne i tre vettori di B (espressi rispetto a C):

1 10
0 0
0 1

0
0
2

P=M§ = 2
0
Infatti Mp(T) = M5 - M(T) - M§.
a
Esercizio 9.8. [Esercizio 9) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti, Scapellato]
Riconoscere che le due sequenti matrici M sono diagonalizzabili, e calcolare per ciascuna di esse una

matrice P diagonalizzante (tale cioé che valga P~*MP = D, con D matrice diagonale; ricordiamo che P
é una matrice le cui colonne sono autovettori di M ).

1 2 3
M=|0 3 1|, M=
00 4

O O O N
OO W=
[ R N
N O OO

SOLUZIONE:

Risolviamo questo esercizio utilizzando la sola definizione di autovalore e autovettore.

Consideriamo la matrice

1 2 3
M=10 3 1
0 0 4

Un autovalore di 7' & un numero A € R per cui esiste un vettore v = (x,y, z) non nullo tale che T'(v) = Av.
I vettori v tale che T'(v) = Av sono detti autovettori di T relativi a A. Si tratta quindi di verificare per
quali A € R l'equazione T'(v) = Av ammette soluzione non nulla. Impostiamo 1’equazione:

1 2 3 x Az x+2y+ 3z Az
Tv)= = A-v=Xx = |0 3 1| |yl = || = 3y + =z = |y
0 0 4 z Az 4z Az
r+2y+3z= Xz (1-=XNx+2y+32=0 1-\ ) 3 | 0
= {3y+z=X\y = B=-XNy+2z=0 = 0 3-x 1 | 0
4z = Az (4—XNz= 0 0 4-x 10

Notiamo che la matrice ottenuta & quella associata al sistema omogeneo (M — AI)v = 0. Quindi T'(v) = v
con v # 0 se e solo se v & soluzione non nulla del sistema omogeneo associato M — A\I Sappiamo che un
sistema omogeneo in tre incognite ammette altre (infinite) soluzioni oltre a quella nulla se la matrice dei
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coefficienti ha rango minore di 3. Quindi 7" ha degli autovettori se la matrice dei coefficienti determinata
ha rango minore di tre, ovvero determinante nullo:

1—A 2 3
det| 0 3-x 1 |=(1-NB-NA—-\).
0 0 4-X
Quindi
A =1
det(M — A) =0 = autovalori di M: ¢ Ay =3
A3 =4

A questo punto possiamo gia affermare che la matrice M & diagonalizzabile, in quanto ha 3 autovalori
distinti, e di conseguenza 3 autovettori linearmente indipendenti. Per determinare la matrice P diagonal-
izzante dobbiamo trovare gli autospazi E();) relativi ad ogni autovalore ;.

Determiniamo 'autospazio relativo all’autovalore Ay = 1 calcolando la soluzione del sistema omogeneo
associato alla matrice M — A =M — 1

023 1] 0 2y+32=0 T=t
0 2 1 | 0]=<2y+2=0 =y=0 = (z,9,2)=(1,0,0)t, vVt e R
00310 —22=0 2=0

Quindi 7'(1,0,0) = X+ (1,0,0) =1-(1,0,0) e E(1) = ((1,0,0)).
Determiniamo ora ’autospazio relativo all’autovalore Ay = 3 calcolando la soluzione del sistema omoge-
neo associato alla matrice M — A\ = M — 31

223 [0 —2x4+2y+32=0 r=t
0 01 1] 0 { = y=t = (z,y,2)=(1,1,0)t, VteR
0 01 |0 z2=0 0
Quindi 7'(1,1,0) = X+ (1,1,0) =3 (1,1,0) e E(3) = ((1,1,0)).
Determiniamo infine 'autospazio relativo all’autovalore A3 = 4 calcolando la soluzione del sistema
omogeneo associato alla matrice M — A\ = M — 41
-3 2 310 {—3x+2y+3220 T3 5
0o -1 1 1] 0= = {y=t é(aj,y,z)—(,l,l)t,
0 0 0] o0 —y+z=0 o, 3

Quindi 7'(5,3,3) = A+ (5,3,3) =4-(5,3,3) e E(4) = ((5,3,3)).

L’insieme B = {v; = (1,0,0), vz = (1,1,0), v3 = (5,3,3)} ¢ una base di R® formata da autovettori di
T. La matrice P diagonalizzante (cioé tale che P~*AP = D) & la matrice di transizione dalla base B alla
base canonica C cioé la matrice che ha per colonne i tre autovettori di B (espressi rispetto a C):

115 1 00
P=M§=10 1 3 con  D=Mg(T)=P 'MP=1{0 3 0
0 0 3 0 0 4

Notiamo che la matrice diagonale D e la matrice associata a T rispetto alla base B formata dagli
autovettori. Poiché

T(vy) = T(1,0,0) =1-(1,0,0) = v; = (1,0,0)5
T(vs) = T(1,1,0) = 3-(1,1,0) = 3vy = (0,3,0)5
T(vs) = T(5,3,3) =4-(5,3,3) = dvs = (0,0,4)5

la matrice D = Mg(T) & la matrice diagonale formata dai tre autovalori.

Consideriamo ora la matrice

O O O N
S O W
O O =
N O OO
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Un autovalore di 7' & un numero A € R per cui esiste un vettore v = (x,y,z,w) non nullo tale che
T(v) = M. T vettori v tale che T'(v) = Av sono detti autovettori di T relativi a A. Si tratta quindi di
verificare per quali A € R l'equazione T'(v) = Av ammette soluzione non nulla. Come nel caso precedente
otteniamo che le soluzioni dell’equazione T'(v) = Av sono le stesse soluzioni del sistema omogeneo associato
a M — AI; quindi T'(v) = M per qualche v # 0 se la matrice M — AI ha rango minore di 4 ovvero
determinante nullo:

2—A 1 1 0
0 3—A 4 0

det(M — AI) = det | I e [GEPVGEPVCEPY
0 0 0 2—A

Quindi

A1 =2 (doppio)
det(M — AI) =0 = autovaloridi M: < Ay =3
A3 =05

A questo punto non possiamo concludere nulla circa la diagonalizzabilita di M in quanto abbiamo trovato
un autovalore doppio. In particolare se E(2) ha dimensione 2 allora M & diagonalizzabile. Viceversa se
E(2) ha dimensione 1 allora M non ¢ diagonalizzabile.

Determiniamo l'autospazio relativo all’autovalore A\; = 2 calcolando la soluzione del sistema omogeneo
associato alla matrice M — A\ = M — 21

=t
01100 ytz=0 @
01 40 | 0 _ o L =0
003010 g*g_ =0
000010 2= s

= (z,y,2z,w)=(1,0,0,0)t+ (0,0,0,1)s Vt,s €R

Quindi 7°(1,0,0,0) = X - (1,0,0,0) = 2 - (1,0,0,0), 7(0,0,0,1) = X -(0,0,0,1) = 2-(0,0,0,1) e
E(2) =((1,0,0,0), (0,0,0,1)).

Abbiamo cosi trovato che I'autovalore A = 2 ha molteplicita geometrica 2, uguale alla sua molteplicita
algebrica. Di conseguenza M & diagonalizzabile in quanto ha sicuramente 4 autovettori linearmente in-
dipendenti.

Determiniamo ora ’autospazio relativo all’autovalore Ay = 3 calcolando la soluzione del sistema omoge-
neo associato alla matrice M — A\ = M — 31

-1 11 0 | 0 —x+y+z=0 r=t
0 04 0 |0 42=0 y=t
002 0 | o  Yor=o .-

0 00 -1 |0 =0 w0

= (x,y,Z,U)) - (171,0,0)t, vVt e R

Quindi 7'(1,1,0,0) = A~ (1,1,0,0) = 3-(1,1,0,0) e E(3) = ((1,1,0,0)).
Determiniamo infine 'autospazio relativo all’autovalore A3 = 5 calcolando la soluzione del sistema
omogeneo associato alla matrice M — A\l = M — 51

-3 1 1 0 |0 Br+y+z=0 T

0 —24 0 [of ) oo T Ju=2
0 0 0 0 | 0 ytaz= J
0 0 0 =3 | 0 —3w=0 we0

= (z,y,z,w)=(1,2,1,0)t, VieR

Quindi 7'(1,2,1,0) = X- (1,2,1,0) =5-(1,2,1,0) e E(5) = ((1,2,1,0)).

L’insieme B = {v; = (1,0,0,0), vz = (0,0,0,1), vz =(1,1,0,0), vy = (1,2,1,0)} & una base di R* for-
mata da autovettori di 7. La matrice P diagonalizzante (cioé tale che P™'AP = D) & la matrice di
transizione dalla base B alla base canonica C cioe la matrice che ha per colonne i tre autovettori di B
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(espressi rispetto a C):

con D=Mg(T)=P 'MP=

OO O
— o oo
OO = =
O = N =

S O N
o o N O
o Ww o o
o oo

0

Notiamo che la matrice diagonale D e la matrice associata a T rispetto alla base B formata dagli
autovettori. Poiché

T(U1) = 21}1 = (2,0,0,0)3, T(’Ug) = 2’()2 = (0,2,0,0)5
T(U3) = 3U3 = (0,0,3,0)5, T(U4) = 51}4 = (0,0,0,5)5

la matrice D = Mg(T) & la matrice diagonale formata dagli autovalori.

Esercizio 9.9 (9.6). Date le matrici
-1 1 -1 2 -3 4
=0 ) o= =l
a) Si determini il polinomio caratteristico di ciascuna matrice.

b) Si determinino gli autovalori, e i relativi autospazi, di ciascuna matrice.
c) Si stabilisca se le matrici sono diagonalizzabili.

SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice A.

a) Calcoliamo il polinomio caratterristico di A:
—1-A 1
pA()\)—det(A—)J)—det({ 0 1/\})

=(=1 =) (=1=X) = (=1 = )\)?

b) Gli autovalori di A sono dati dagli zeri del suo polinomio caratteristico, quindi A ha un solo
autovalore (doppio):

A=-—1
Inoltre il relativo autospazio € la soluzione del sistema omogeneo associato alla matrice A — AI,
con A = —1:
0110 y=0 B
[O 0 | 0] ;5{020 = (z,y)=(t,0) VteR
Quindi

E(-1) = ((1,0))

¢) Lamatrice A non & diagonalizzabile in quanto & una matrice 2x 2 con un solo autovalore linearmente
indipendente.

Consideriamo la matrice B.

a) Calcoliamo il polinomio caratterristico di B:
—1-A 2
pB()\)—det(B—)J)—det([ _3 1)\})

=(-1=M)(1 =X +6=X+5

b) Poiche il polinomio caratteristico di B non ha zeri reali B non ha autovalori.
¢) La matrice B non ¢ diagonalizzabile in quanto € una matrice 2 x 2 priva di autovalori.

Consideriamo la matrice C.
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a) Calcoliamo il polinomio caratterristico di C:

pc(X) =det (C — X) = det ([_31_ A _‘&])
=(=3-XN)(=\)—4=A2+3)1—-14
b) Gli autovalori di C sono dati dagli zeri del suo polinomio caratteristico:
M43 —4=0 - A\ =—-4, \y=1
Quindi C' ha due autovalori:
AM=—4, =1

Consideriamo prima A\; = —4. Il relativo autospazio ¢ la soluzione del sistema omogeneo associato
alla matrice C'— A, con A = —4:
1 4 | 0]
=

L4 | 0]
1 4| 0 II-1(0 0 | O
4y = = —4t
v =0 = (2,y) = (—~4t,1) VieR
0=0 y=t
Quindi
E(—4) = ((-4,1))

Consideriamo ora Ao = 1. Il relativo autospazio € la soluzione del sistema omogeneo associato
alla matrice C' — A, con A = 1:

-4 4 |0 o1 oo
1 -1 ] 0

{53’):0 = {;C:t = (z,y9)=(t,t) VteR
Quindi
E(1) = ((1,1))

c) La matrice C' ¢ diagonalizzabile in quanto ¢ una matrice 2 x 2 con due autovalori distinti (di
molteplicita algebrica 1), quindi C' ha due autovettori linearmente indipendenti.

O

Esercizio 9.10 (9.7). Date le matrici

2 1 0 -3 1 -1 1 -3 3
A=10 1 -1 B=|-7 5 -1 C=1|3 -5 3
0 2 4 -6 6 -2 6 —6 4

a) Si determini il polinomio caratteristico di ciascuna matrice.
b) Si determinino gli autovalori, e i relativi autospazi, di ciascuna matrice.
c) Si stabilisca se le matrici sono diagonalizzabili.

SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice A.
a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
2—A 1 0
pa(N) =det(A—Al)=det | O 1-x -1
0 2 4— A

=2-N[[1T-NE4-XN)+2]=2-N(\-5\+6)
b) Gli autovalori di A sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:
(2=NA\=5X+6)=0 = (2—\) =0 oppure (\> =5\ +6) =0
= A =2, A=2, A3=3
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Di conseguenza gli autovalori di A sono

A1 =2 doppio
Ay =3

Consideriamo prima ’autovalore A = 2. 1l relativo autospazio € dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — AI, con A\ = 2:

0 1 0 | 0 01 0 | 0

0 -1 -1 | 0] = 0 -1 -1 | 0] =
0 2 2 | 0 II7T+21110 0 0 | 0
y=20 r=t

—y—2=0 = qy=0 = (z,y,2)= (0,00 VteR
0=0 z=0

Quindi
E(2) =((1,0,0))

Consideriamo ora ’autovalore A = 3. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — A, con A = 3:

-1 1 0 | 0 -1 1 0 | 0

0 -2 -1 | 0| = 0o -2 -1 | 0f =

0o 2 1 | 0 Irr+I11710 0 0 | O
—r+y=0 r=t

2y—2z=0 = qy=t = (z,y,2) = (t,t,—2t) VteR
0=0 z=—2t

Quindi
E@)=(1,1,-2))

¢) La matrice A non ¢ diagonalizzabile in quanto 'autovalore A\ = 2 ha molteplicita algebrica due
(& zero doppio del polinomio caratteristico), ma ha molteplicitd geometrica uno (il relativo au-
tospazio F(2) ha dimensione uno). Di conseguenza esistono solamente due autovettori linearmente
indipendenti e non esiste una base di R® formata da autovettori di A.

Consideriamo ora la matrice B.
a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di B:
—-3—-A 1 -1

p(A) =det(B—A)=det | =7 5-—2X -1
—6 6 —-2-A

3=N[(B5=AN(=2=X) +6] —1[=T(=X —2) — 6] — [-42 +6(5 — )]
3NN =3\—4) —TA -84 1246
3NN =AM +1) = A+4=A=D[(-3-NA+1)—1]

D[N — 4\ — 4]

(=
(=
(=
==

b) Gli autovalori di B sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:
A—=4)(=\—4X—4) =0
= (A —4) =0 oppure (—A\? =4\ —4) =0
= M =4, da=-2, A3 =—
Di conseguenza gli autovalori di B sono

A =4
Ao = —2 doppio
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Consideriamo prima l'autovalore A = 4. 1l relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice B — A, con A\ = 4:

-7 1 -1 0 -7 1 -1 1] 0
-7 1 -1 | 0l = II-T|{0 0O O | O =
-6 6 —6 0 /6111 |-1 1 -1 | 0
-7 1 -1 | 0 ~Tr+y—2z=0 z=0
0 0 0 | 0|=<0=0 = Qy=t
Irr-1{6 0 0 | 0 6x = 0 o

= (x,y,2) =(0,t,t) VteR

Quindi
E(4) =((0,1,1))
Consideriamo ora ’autovalore A = —2. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice B — A, con A = —2:
-11 -1 | 0 -1 10 | 0
-7 7 -1 0| = II-77 {0 0 6 | 0Of =
-6 6 0 | O Irr—I11710 0 6 | 0
-1 1 0 0 —x+y=0 =t
0 0 6 | 0Of] = <{2z=0 = =t
IIrT-1110 0 O 0 0=0 =0
= (z,y,2) = (t,t,0) VteR
Quindi
E(=2) = ((1,1,0))
¢) La matrice B non & diagonalizzabile in quanto 1’autovalore A = —2 ha molteplicita algebrica due

(& zero doppio del polinomio caratteristico), ma ha molteplicitd geometrica uno (il relativo au-
tospazio F(—2) ha dimensione uno). Infatti abbiamo determinato due soli autovettori linearmente

indipendenti.

Consideriamo ora la matrice C.
a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di C:
1-A -3 3

pc(A) =det(C —AI) =det | 3 -5-X 3
6 —6 4—-A

( )l
=(1—=NA+X—2)—18 =9\ + 36+ 18\
( JA=DA+2)+9A+18=(A+2)[(1 =N\ —-1)+9]
( =22 +2) + 8]

b) Gli autovalori di C sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:

A+2)(=A2+21+8) =0
= (A+2) =0 oppure (=A? +2)\+8) =0
= A =-2, a=-2, \3=4

Di conseguenza gli autovalori di C' sono

A1 = —2 doppio
Ao =4
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Consideriamo prima l'autovalore A = —2. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice C' — AI, con A = —2:

3 =33 1] 0 /3 |1 -1 1 | 0O

3 =33 | 0 = II-T 1|0 0 O | O =

6 -6 6 | 0 Irr—2r{0 0 0 | O

r—y+2=0 r=1t—s5

0=0 z=S5

= (x,y,2) = (t—s,t,s) = (¢,1,0) + (—s,0,8) Vs,t€R
Quindi
E(72) = <(171a0)7 (717071»

A questo punto possiamo gia affermare che C & diagonalizzabile in quanto A = 4 ha molteplicita
algebrica 1 e A = —2 ha molteplicita algebrica e geometrica 2.

Consideriamo ora 'autovalore A = 4. Il relativo autospazio € dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice C' — A, con A = 4:

-3 -3 3 | 0 1/31 -1 -1 1] 0

3 -9 3 | 0o = II+1I 0 -12 6 | 0] =
6 -6 0 | O 11742110 0 6 | 0
—x—y+z=0 =1t

—2y+z2z=0 = qy=t

0=0 z =2t

= (x,y,2) = (t,t,2t) VteR
Quindi
E(4)=((1,1,2))

¢) La matrice C ¢ diagonalizzabile in quanto 'autovalore A = 4 ha molteplicita algebrica e geometrica
uno, e 'autovalore A = —2 ha molteplicita algebrica due (& zero doppio del polinomio caratteristico)
e ha molteplicita geometrica due (il relativo autospazio F(—2) ha dimensione due).

O

Esercizio 9.11 (9.8). Sia T l’endomorfismo definito dalla matrice associata rispetto alla base canonica:
0 6 0

A=MT)=1|1 0 1

1 01

a) Determinare Nucleo e Immagine di T.

b) Determinare autovalori e autovettori di T.

c) Stabilire se T ¢ diagonalizzabile.

d) Stabilire se esiste una base di R? formata da autovettori di A, e in caso positivo determinarla.

SOLUZIONE:

a) Riduciamo a gradini la matrice

Notiamo che rg(A4) = 2, di conseguenza:
dim(Im(T")) = rg(A) = 2, dim(N(T)) =3 —-rg(4) =1
Inoltre una base dell'immagine di T e

B(Im(T)) - {T(el)a T(eQ)} - {(07 1, 1)3 (6a070)}
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Per determinare il nucleo dobbiamo risolvere il sistema omogeneo associato a A:

n 0 r=—t
rT+z=
=4qy=0 VteR
6y =0
z=t

B(N(T)) = {(=1,0,1)}
b) Calcoliamo il polinomio caratteristico di T
paAN) = =A[=A1=XN)] =61 =X —=1]=A2(1 = A) +6X = A(=\2 + X +6)
Quindi gli autovalori di T" sono:
A1 =0 singolo
Ao = —2 singolo
A3 =3 singolo
¢) Possiamo gia rispondere alla seconda domanda in quanto gli autovalori sono tutti singoli, quindi
la matrice e sicuramente diagonalizzabile.

b) Calcoliamo 'autospazio F/(0) relativo all’autovalore A\; = 0 risolvendo il sistema omogeneo associato
alla matrice A:

06010 60— 0 v=t

101|0:>{y =qy=0 VteR
101 ] 0 r+z=0

Di conseguenza E(0) = ((1,0,—1)).

Analogamente calcoliamo I'autospazio E(—2) relativo all’autovalore Ay = —2 risolvendo il sis-
tema omogeneo associato alla matrice A + 21:

2.6 0] 0 121 1 3 0] 0 B
121|o;»11—1/210—11|0:»{x+3yO
103 ] 0 0

z=—1

III—11 |0 -2 2 | “y+z=0
xr= -3t
={y=t VteR = E(-2)=((-3,1,1))
z=1

Infine calcoliamo l'autospazio E(3) relativo all’autovalore A3 = 3 risolvendo il sistema omogeneo
associato alla matrice A — 31:

3 6 0 | 0 13 [-1 2 0 | 0
—+2y=0
1 -3 1 | ol=1Ir+1/37|0 -1 1 |0:»{x+y
1 0 -2 | ol Imr-I1r{o 3 -3 1|0 “y+z=0
=2t
={y=t WVteR = E3)={211))
z=1

d) Poiche T ¢ diagonalizzabile esiste una base di R?® formata da autovettori di 7T

B(R?) = {(1,0,-1), (-3,1,1), (2,1,1) }

Esercizio 9.12 (9.9). Sia T : R® — R® I'endomorfismo a cui ¢ associata la matrice

2 0 0
A=10 -2 -6
0 2 5

a) Si determinino gli autovalori di T e si stabilisca se T é diagonalizzabile.
b) Si determini una base di R® formata da autovettori di T.

SOLUZIONE:
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a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A sviluppando rispetto alla prima riga:

2-X 0 0
pa(N) =det(A—A)=det| 0 —2-X —6
0 2 5-2)

=2-N[(-2-N0)G-N)+12]= (2NN -3)1+2)
Gli autovalori di A sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:
A1 =2 doppio
Ao =1 singolo

T ¢ diagonalizzabile se 'autospazio F(2) ha dimensione 2. Risolviamo quindi il sistema omogeneo
associato alla matrice A — A\, con A = 2:

0 0 0 | 0 000 0 r=s
0 -4 =6 | 0|= —1/2IT |0 2 3 | 0| = 2y+32=0 =>y=—3t
0 2 3 | 0ol 214110 o 0 | 0 L=

3

= (xvy7 Z) = <S, _Qtvt) VS,t ER = E(2) = <(17 0; 0)7 (07 _3a 2)>
Poiché F(1) ha sicuramente dimensione 1, la somma delle dimensioni degli autospazi ¢ 3 = dim(RR?)
e T & diagonalizabile.

b) Per determinare una base di R? formata da autovettori dobbiamo determinare anche 1’autospazio
E(1). Risolviamo quindi il sistema omogeneo associato alla matrice A — A, con A = 1:

1 0 0 | 0 100 | 0 0
0—3—60:>—1/3I1012|0:>{
00 0

0 2 4 | 0| B3III+2IT |0 y+22=0
=0
y=-2t = (z,y,2)=(0,-2¢t,¢t) VteR = E(1)=((0,-2,1))
z=1

Infine la base di R? cercata &
B ={(1,0,0), (0,-3,2), (0,—2,1)}
O

Esercizio 9.13. [Esercizio 21) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti, Scapellato]
Discutere la diagonalizzabilita delle sequenti matrici al variare del parametro reale k.

1 1 0 1 1 0 3 1 5 1 10
A=10 k£ O B=1|0 k 1 C=10 k 4 D=0 k£ O
0 0 2 0 0 1 0 01 0 0 1

SOLUZIONE:

Consideriamo la matrice A e calcoliamone il polinomio caratteristico.
pa(A) =1 =N -N(2-2A)

Gli autovalori di A sono quindi

Dobbiamo distinguere tre casi:
e Se k # 1,2, allora A ha tre autovalori distinti quindi ¢ sicuramente diagonalizzabile.

e Se k =1 la matrice A diventa

ed ha come autovalori

A =1 doppio, A=2
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Si tratta quindi di controllare se A = 1 ha anche molteplicita geometrica 2, ovvero se E(1) ha
dimensione 2. Risolviamo il sistema omogeneo associato a A — I:

01010 x=t
000 ] 0={y=0 = E(1)={((1,0,0))
00110 R

Quindi A = 1 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1, e A non & diagonalizzabile.

e Se k = 2 la matrice A diventa

[eoll RN
N O O

ed ha come autovalori
A=1, A =2 doppio

Si tratta quindi di controllare se A = 2 ha anche molteplicita geometrica 2, ovvero se E(2) ha
dimensione 2. Risolviamo il sistema omogeneo associato a A — 21I:

~1 10 ] 0 x=s
0000 | 0f={y=s = BE@=((110), (0,0,1))
0 00| O i

Quindi A = 2 ha molteplicita algebrica e geometrica 2 (e A = 1 ha molteplicita algebrica e geomet-
rica 1), e A & diagonalizzabile.

Consideriamo ora la matrice B e calcoliamone il polinomio caratteristico.
pe(\) = (1= N)2(k = )
Gli autovalori di B sono quindi
A =1 almeno doppio, A=k

Poiche B ha l’autovalore A = 1 almeno doppio (triplo se k = 1) determiniamo subito l’autospazio relativo
E(1) risolvendo il sistema omogeneo associato a B — I:

0 1 010 r=t
0 k=1 1 | 0| =<y=0 = E(1)=((1,0,0))
0 0 0] 0 =0

Quindi A = 1 ha molteplicita algebrica almeno 2, ma molteplicita geometrica 1, e B non & diagonalizzabile.

Consideriamo la matrice C' e calcoliamone il polinomio caratteristico.
pc(A) =B =Nk =M1 -1

Gli autovalori di C' sono

Dobbiamo distinguere tre casi:
e Se k # 1,3, allora C ha tre autovalori distinti quindi & sicuramente diagonalizzabile.

e Se k = 1 la matrice C diventa

ed ha come autovalori

A =1 doppio, A=3
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Si tratta quindi di controllare se A = 1 ha anche molteplicita geometrica 2, ovvero se E(1) ha
dimensione 2. Risolviamo quindi il sistema omogeneo associato a C' — I:

2 15 | 0 x=t
00 4 | 0] >{y=-2t = E(1)=((1,-2,0))
000 | 0 =0

Quindi A = 1 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1, e C' non & diagonalizzabile.

e Se k = 3 la matrice C diventa

S W =
— s Ot

ed ha come autovalori
A=1, A =3 doppio

Si tratta quindi di controllare se A = 3 ha anche molteplicita geometrica 2, ovvero se E(2) ha
dimensione 2. Risolviamo il sistema omogeneo associato a C' — 31I:

01 5 |0 r=t
00 4 | 0l={y=0 = EB)={((1,0,0))
00 -2 ] 0 P

Quindi A = 3 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1, e C' non ¢ diagonalizzabile.

Consideriamo infine la matrice D e calcoliamone il polinomio caratteristico.
pp(N) = (1= A)?(k = A)
Gli autovalori di D sono quindi
A =1 almeno doppio, A=k

Poiche D ha ’autovalore A = 1 almeno doppio (triplo se & = 1) determiniamo subito 1’autospazio relativo
E(1) risolvendo il sistema omogeneo associato a D — I:

0 1 00 x=t
0 k=1 0 | 0| =<{y=0 = E(1)=/((1,0,0), (0,0,1))
0 0 0] 0 R

Quindi A = 1 ha molteplicita geometrica 2.
Dobbiamo distinguere due casi:
e Se k # 1 autovalore A = 1 ha molteplicita algebrica e geometrica 2 (e Pautovalore A = k # 1 ha
molteplicita 1) quindi D & diagonalizzabile.
e Se k =1 l'autovalore A = 1 ha molteplicita algebrica 3, ma molteplicita geometrica 2 quindi D non
¢ diagonalizzabile.
|

Esercizio 9.14 (9.15). Sia T 'endomorfismo di R? cos definito:

1
T(x1,22,23) = <$1,$1 - 2!103,962) .

a) Calcolare gli autovalori e gli autovettori di T .

b) T diagonalizzabile?

c) Se al campo dei numeri reali si sostituisce quello dei numeri complessi, ’endomorfismo di C* che
st ottiene e diagonalizzabile?

SOLUZIONE:

Calcoliamo la matrice A associata a T, che ha per colonne T'(e1),T(e2) e T'(e3):
0 O
0 —
1 0

A:

e e
N
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a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

pa) = -0 (% +3)

Quindi A ha un solo autovalore reale A = 1.
Calcoliamo Pautospazio E(1) relativo all’autovalore A = 1 risolvendo il sistema omogeneo asso-
ciato alla matrice A — I:

00 0 | 0 R SR T =gt
1 -1 -+ | o] = Y73 =qy=t VteER
0 1 -1 1] 0 y—z2=0 J

3
Di conseguenza E(1) = ((2, 1, 1)) =((3,2,2)).
b) T non ¢ daigonalizzabile in quanto ha un solo autovalore (singolo), quindi la somma delle dimensioni
dei suoi autospazi ¢ 1 < 3.
¢) Se consideriamo il campo dei numeri complessi, T ha tre autovalori distinti:

1 . 1
)\1:17 )\2:77, )\3:—51.
Essendo 3 autovalori singoli la somma degli autospazi e sicuramente 3 e ’endomorfismo 7" in questo
caso risulta diagonalizzabile.

O



