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CORSO DI LAUREA IN ING. ELETT. TEL. E ING. INF. ORG.

Esercizio 0.1. Si considerino le sequenti rette:

r=1+1¢ vy =1
: =345t teR : B
i QY =3+ ( ) 2 {2x+223
z=-—1-—3t

a) Dimostrare che r1 e ro sono complanari e trovare un’equazione cartesiana del piano m che le
contiene.

b) Determinare un’equazione parametrica della retta passante per il punti P = (1,1, 1) e perpendicolare
al piano m trovato al punto precedente.
¢) Calcolare la distanza di P da 7.

SOLUZIONE:

Scriviamo ry in forma parametrica:

r=t
ror sy=t—1 vVt e R
z:ftJr%

a) La retta r; ha direzione (1,5,—3) e la retta v, ha direzione (1,1, —1), quindi le rette non sono
parallele e sono complanari solo se si intersecano in un punto. Mettendo a sistema r; in forma
parametrica con ro in forma cartesiana otteniamo:

r=1+t 14+t—3-5t=1 o
y=3+5t 2+2t—2—6t=3 N
z=—-1-3t = r=14+1 = :13
r—y=1 y=3+5t _;Z
2+ 22 =3 2= —1- 3t T
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Le rette r; e ro sono incidenti nel punto A (4, 11

Il piano 7 che le contiene lo possiamo ottenere mediante le direzioni delle due rette ed un qualsiasi
punto di una delle due rette:

)7 quindi sono complanari.

r=14+t+s
T: Qy=3+5bt+s = rT+y+2z2=2
z=—-1—-3t—s

b) Ogni retta perpendicolare a 7 ha direzione (1,1,2), quindi la retta cercata ha equazioni paramet-

riche
r=1+t
st qy=1+t Vt € R
z=1+4+2t

c¢) Per determinare la distanza del piano = da P possiamo usare direttamente la formula

2 2 24/6
d(ﬂ’p):uzizi
V6 V63
In alternativa potevamo determinare l'intersezione () tra la retta s e 7 e calcolare la distanza di
P da Q.

O

Esercizio 0.2. Dato un parametro reale k, si considerino le matrici

1 0o -2 1
1 =2k -1 —-1-3k
A= -1 0 3 b= k-3

0 -2k k -8
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a) Si trovi, al variare di k, la dimensione e una base dello spazio N(A) delle soluzioni del sistema
omogeneo associato ad A.
b) Si risolva il sistema AX = b al variare di k.

SOLUZIONE:
Per rispondere ad entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice Alb:
1 0o -2 | 1 1 0 -2 | 1
1 -2k -1 | -1-3k N Ir-1(o0 -2t 1 | —-2-3k N
-1 0 3 | k-3 II71+110 0 1 | k-2
0 -2k k | -8 0 -2k Ek | -8
1 0 -2 | 1 1 0 -2 | 1
0 —2k 1 | —2-3k N 0 -2k 1 | -2 -3k
0 0 1 | k-2 0 0 1 k-2
IV—I11r{jo 0 k-1 | 3k—6 IV —(k—-1IIT|0 0 0 | —k*+6k+8

a) Consideriamo il sistema A|0 e quindi il rango di A.
— Se k # 0, la matrice A ha rango 3, quindi dim(N(A)) =0 e N(A) = {(0,0,0)}.
— Se k =0, la matrice A ha rango 2, quindi dim(N(A)) = 1 e otteniamo il sistema:

r—2z2=0
r=2=0
z=0 é{

=t
z=0 Y

e una base del nucleo di A & B(N(A)) = {(0,1,0)}.
b) Notiamo che —k% +6k —8 =0 se k =2 o k = 4, quindi
— Se k # 2,4, 'ultima equazione diventa impossibile e il sistema non ammette soluzione.
— Se k = 2, otteniamo il sistema,

r—2z=1 r=1
—dy+z=-8 = qy=2
z=0 z=0

— Se k = 4, otteniamo il sistema

r—2z=1 r=2>5
—Sy+z=—-14 = (y=2
Z:2 z =

]

Esercizio 0.3. Dare la definizione di prodotto scalare di due vettori geometrici del piano o dello spazio.
Descrivere la relazione tra il prodotto scalare e l'ortogonalita tra vettori. Illustrare con esempi.

Esercizio 0.4. Si consideri l’insieme
{V = {”U = (al + 2a9 — as,az — asz, a1 +a2) S Rg I a1,a9,a3 € R} }

a) Si mostri che V & un sottospazio vettoriale di R®.
b) Trovare una base di V e stabilire se V = R3

SOLUZIONE:
Dalla definizione, il generico elemento v di V' & del tipo:
v=a;-(1,0,1)4+az-(2,1,1) +as-(—1,-1,0) con aj,az,as € R.
a) Per quanto visto sopra, V' & I'insieme delle combinazioni lineari dei tre vettori (1,0, 1), (2,1,1), (-1, —-1,0),
quindi V = ((1,0,1), (2,1,1), (—1,—1,0)) ed & un sottospazio vettoriale di R>.
b) Riduciamo a gradini la matrice associata ai tre generatori di V:

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
01 -1 = 0O 1 -1|= 01 -1
1 1 0 I17-1|10 -1 1 II17-1110 0 O

La matrice ha rango due quindi dim(V') = 2 e una base di V ¢ B(V) = {(1,0,1), (2,1,1)}.
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V non coincide con R? in quanto & un suo sottospazio di dimensione due, mentre R® ha dimen-
sione tre.

O

Esercizio 0.5. Si considerino i sequenti sottospazi dello spazio Rs[x] dei polinomi di grado minore o uguale
a due:

V = {p(x) € Rs[z] [ p(1) = p(2) = p(0) = 0}
W= (pi(x) =2> + 2%+ 2+ 1, pa(x) = 22> — 22 + 3z + 1, p3(x) = 42 4 52 + 3)

a) Si determini la dimensione e una base di V.
b) Si determini la dimensione e una base di W.
c) Si stabilisca se V & un sottospazio di W.

SOLUZIONE:

a) Il sottospazio vettoriale V di R3[z] & formato dai polinomi p(z) = ax® + bx? + cx + d tali che:

=t
a+b+c+d=0 Z_ 3¢
8a+4b+2c+d=0 = :Qt = pla)=t-(2®-32>+22)Vt€R
d=0 “=

d=0

Quindi V' ha dimensione uno e una base di V & data dall'insieme B = {p(z) = * — 322 + 2z }.
b) Al generico polinomio az?®+bx?+cz+d di R3[x], associamo il vettore formato dalle sue componenti
rispetto alla base canonica {x3, 22 2,1} di R3[x], quindi ai polinomi p;(z) associamo i vetori:
pl(x) — P11 = (17 1a 17 1)
p2( — D2 = (27 _2a 37 1)
p3( — pP3 = (43 07 57 3)
Per calcolare la dimensione e una base di W possiamo equivalentemente lavorare sullo spazio
W' = (p1, ps2, p3). Riduciamo quindi a gradini la matrice formata dai tre vettori:

)
2)

1 2 4 1 2 4 1 2 4
1 -2 0| I1r—-1l0 -4 —4 —1/4IT [0 1 1
1 3 5| 71r—1lo 1 1|7 4rrr+1rlo o o
1 1 3] 1w—1lo -1 —1| 1v+1irlo o o

Di conseguenza W ha dimensione due e una sua base & data dalle colonne corrispondenti ai pivot:
BW)={pi(z) =2*+ 2> + 2+ 1, po(z) = 22° — 22% + 32 + 1}

¢) Poicheé V ha dimensione uno ¢ sufficiente stabilire se il suo generatore p(x) appartiene a W, ovvero

se ¢ combinazione lineare di pi(z) e po(x). Passando ai vettori associati, si tratta di stabilire

I’equazione vettoriale xp; + yp2 = p ammette soluzione. Riduciamo a gradini la matrice associata
a tale equazione:

1 2 | 1 1 2 | 1 12 | 1
1 -2 | =3 1r-1l0 -4 | —4 —1/4IT [0 1 | 1
1 3 | 2| 7mr—-1lo 1 | 1| T4rr+1r|o o | o
1 1 | o0 w—r1lo -1 | =1 1v+I1r{o o | o

Il rango della matrice dei coefficienti e della matrice completa coincidono, quindi il sistema ha
soluzione, p(z) € W e quindi V' & un sottospazio di W.
Notiamo, anche se non era richiesto, che p(x) = p2(x) — p1(x), cosa che potevamo osservare
dall’inizio per svolgere il punto c) piu rapidamente.
O

Esercizio 0.6. Cos’¢ una base di uno spazio vettoriale? Dare degli esempi per un sottospazio di R® ¢ per
uno spazio di matrici.



