CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA.

FOGLIO DI ESERCIZI 11- GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE 2010/11

Esercizio 11.1 (10.6). Determinare il valore del parametro k € R tale che i vettori
v=(1,3,7,—-1), w=(3,5,1,k)

stano ortogonali.

SOLUZIONE:
Due vettori sono ortogonali se il loro prodotto scalare e zero.
(v,w)=3+154+7-k=25—-k = (v,w)=0sek=25

Quindi v e w sono ortogonali se k = 25

Esercizio 11.2 (10.9). Siano u = (4,2, -2) e v = (3, —3,2) vettori di R>.
a) Calcolare le lunghezze di u e di v (rispetto al prodotto scalare canonico di R?).
b) Trovare tutti i vettori w di lunghezza 1 ortogonali a u e a v.

SOLUZIONE:
a) Ricordiamo che [Jul| = /(u, u), quindi:
Jull = VEF T (27 = VB = 26
ol = VET P - v

b) Si w = (x,y, z) il generico vettore di R? e imponiamo la condizione che sia ortogonale a u ¢ a v,
ovvero (u,w) = (v,w) = 0:

dr+2y—22=0
{3x —3y+22=0
Risolviamo il sistema considerando la matrice associata
4 2 -2 |0 121 [2 1 -1 | 0 2 +y—2=0
3 -3 2 | 0} :>II+I{7 1 0 | 0] = {7x_y:o
T=1
= dy="Tt
z2=2t+Tt=9¢
Quindi il generico vettore w ortogonale a u e v & del tipo
(t,7t,9t)

Imponiamo ora la condizione che w abbia norma 1:

1
2+ ()2 4+ (92 =1 =>V13lt2 =1 =t =+——
VP (TP + 00 v N

Quindi abbiamo due possibili scelte per w:

1 7 9
::t Y )
v (\/131 V131 \/131)

Esercizio 11.3 (10.7). Siano assegnati i sequenti vettori di R*:
v=1(2,-1,0,1), w=(-1,2,0,2)

a) Si calcoli 'angolo tra i due vettori.
b) Si determini la proiezione ortogonale di v su w.
c) Si scriva v come somma di un vettore v1 multiplo di w e di un vettore va ortogonale a w.

SOLUZIONE:
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a) Se indichiamo con ¥ I'angolo (convesso) tra i due vettori, sappiamo che

cos(d) = (v, w)
ol [l wl
Poiché
(v,w)=-2-2+2=-2, ||UH:\/67 Hw||:\/§:37
otteniamo
-2 2
cos() = —=—=——+== 7@
V6-3  3V6 9

e

¥ = arccos (—?), con 0 <dI <7

b) La proiezione ortogonale di v su w ¢ il vettore

(v, w) (v, w)

PO Y G

Notiamo che pry,(v) € un vettore multiplo di w.
Sappiamo gia che (v,w) = —2, inoltre (w,w) =|| w ||?*= 3% = 9, quindi

-2 2 4 4
prw(v) = ? W= (97 757 07 9)

¢) Dalla teoria sappiamo che il vettore v —pr,,(v) & un vettore ortogonale a w (& comunque immediato
verificarlo), quindi possiamo prendere:

v1 = pry(v) multiplo di w
vy = v — pry(v)  ortogonale a w
V1 +v2 =0

Quindi

Esercizio 11.4 (10.8). Si ripeta lesercizio precedente con i sequenti vettori di R?

U= (3547 _2)? w = (27 17 _1)

SOLUZIONE:

e La proiezione ortogonale di v su w ¢ il vettore

(v, w) w (v, w) Cw
o) =10 Y (o 0)

Notiamo che pr,(v) € un vettore multiplo di w.
(v,w) =12
(w,w) =6
quindi
pry(v) = 1—62 cw = (4, 2, =2)
e Dalla teoria sappiamo che il vettore v — pr,,(v) & un vettore ortogonale a w , quindi possiamo
prendere:
v1 = pry(v)  multiplo di w
vy = v — pry(v)  ortogonale a w

V1 +v =0
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Quindi

Esercizio 11.5 (10.11). Data la base
B = {Ul = (—1,0, 1), Vo = (0, 1,0), V3 = (170, 1)}

di R?, si determini una base ortonormale di R® utilizzando il procedimento di Gram-Schmidt a partire da

B.

SOLUZIONE:

Sia B’ = {uy, us2, us} la base ortonormale che vogliamo ottenere a partire dalla base B.
Costruiamo prima una base B” = {w;, ws, w3} di vettori a due a due ortogonali (non necessariamente
di norma 1).

wp =V = (—1,0,1)

(U27 wl)

. =(0,1,0) —0- =(0,1,0
('lUl,U)l) w1 (7 7) w1 (a 7)

w2=vz—prw1(7}2) = V2 —

(v3,w1) (v3, w2)

W03, W)y — V32 W2)
(U/1,w1) (w27w2)
=(1,0,1) —0-wy — 0-wy = (1,0,1)

W3 = U3 — Pryy, (V3) — Pruw, (v3) = v3 — - wg

A questo punto per ottenere la base cercata basta prendere i vettori u; paralleli a w;, ma di norma 1:

v (-1,01) (1 1
ol — V2 ‘( ﬁ’o’ﬁ)

U9 = W2 = (0,1,0)

uy =

ws 1 1 1
U3:7:7(1,O71): (a 07 =
lwsll V2 V2L V2
Notiamo che potevamo osservare dall’inizio che vy, vy e v3 sono gia ortogonali, quindi era sufficiente
normalizzarli per ottenere a partire da essi una base ortonormale.

O

Esercizio 11.6 (10.12). Si ripeta ’esercizio precedente partendo dalla base
B = {Ul = (17 1, l)a V2 = (07 1, 1)a U3 = (0707 1)}

SOLUZIONE:

Sia B = {u1, ue, us} la base ortonormale che vogliamo ottenere a partire dalla base B. Per facilitare i
conti scambiamo innanzitutto 'ordine di v1,v3 € vg in B (cambiando i nomi per evitare confusioni):

B = {vi =(0,0,1), v5 = (0,1,1), v5 =(1,1,1)}

Come nell’esercizio precedente costruiamo prima una base B” = {w;, we, w3} di vettori a due a due
ortogonali (non necessariamente di norma 1).

wy =v] = (0,0,1)

o (Ué>w1) .

1
Wy = v — proy, (v5) = v} ) w; = (0,1,1) — 1 (0,0,1) = (0,1,0)

Chw) | hw)
(wy,w1) (wa, w2)

1 1
= (1,171)—1-(0,0,1)—1-(0,1,0) = (1,0,0)

ws = vy = Pru, (V) = pru, (v3) = v3 —

Notiamo che in questo caso i vettori ottenuti hanno gia norma 1, quindi

u1:w1:(07031)7 u2:w2:(0a1a0)7 u3:w3:(1,0,0)
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Infine
B =1{(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0) }

Esercizio 11.7 (10.15). Si considerino i vettori di R
U1 = (17271)? Vg = (lalal)

a) Calcolare le lunghezze di vy e di va.
b) Determinare la proiezione ortogonale di vy su vs.
¢) Trovare una base ortonormale del sottospazio di R? generato dai vettori vy e va.

SOLUZIONE:
a)
lor = V12 +22 +12 = V6
loa = V12412412 =3

(Ul,’UQ) 4 4 4 4
v = . =35 17171 = 57’0709 |
pro(o) =0 n Ty WED =155

c¢) Sia {uj,us} la base ortonormale cercata. La cosa pili semplice per sfruttare i conti gia fatti &
considerare il seguente vettore uy, parallelo a v e di norma 1:

UIZLZLQ 1 1):(1 1 1)
(R VR V3 V33
Inoltre il seguente vettore wo € ortogonale a vo, e quindi a wuy:
wy =v1 — (V1,u1) - U = V1 — Pry,(v1) = (1,2,1) — (;1, g, 3) = (—;, %, —;)
Notiamo che w9 & parallelo a (—1,2,—1), quindi al seguente vettore di norma 1:
o (=1,2,-1) 1 2 1
“TTEL T (\/6’\/6’\/6)

Infine la base ortogonale cercata e
{(1 € 1) <_1 2 _1>}
\/g’ \/g) \/g ) 67 \/67 6

Esercizio 11.8 (10.16). Sia U il sottospazio di R® costituito dai vettori (x1,x2,x3) tali che 2x1 + x5 = 0.
Si determini una base ortonormale di U rispetto al prodotto scalare ordinario di R>.

O

SOLUZIONE:

Gli elementi di U sono i vettori di R? tali che 2x1 4+ x9 = 0, ovvero

Ilzt
Ty = —2t Vs, t € R
xr3 =S

Quindi
U={(1,-2,0), (0,0,1))

Poiche i due generatori sono tra loro ortogonali, per ottenere una base ortonormale di U e sufficiente
prenderli di norma 1:
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Esercizio 11.9 (10.21). Sia T : R* — R? la funzione lineare tale che
T(la 727 1) = (2a 1)7 T(l,0,0) - (7132% T(07 170) - (7170)

a) Che dimensione ha l'immagine di T ?
b) Si determini una base ortonormale (rispetto al prodotto scalare canonico di R*) del nucleo di T.

SOLUZIONE:
Per risolvere 'esercizio possiamo procedere in due modi:

(1) Determinare la matrice A = Mg(T) associata a T rispetto alla base
B={(1,-21), (1,0,0), (0,1,0) }

di R? ¢ alla base canonica C di R?, tenendo poi conto che i vettori ottenuti nello spazio di partenza
R? (in particolare il Nucleo) saranno espressi rispetto alla base B.

(2) Ricavare l'azione di T sugli elementi della base canonica di R? e determinare quindi la matrice
B = M(T) associata a T rispetto alle basi canoniche.

Consideriamo entrambi i metodi.
(1) Con il primo metodo consideriamo la matrice A associata a T rispetto alla base B di R® e C di R*:

2 —1 —1]

A= Mg(T) = L 2 0

a) La dimensione dell’immagine di T corrisponde al rango di A. Poiche A contiene la sottomatrice
-1 -1
2 0
di determinante 2 # 0, la matrice A ha rango 2, quindi

dim(Im(T)) = 2

b) Per determinare il nucleo di T risolviamo il sistema omogeneo associato a A

[2 -1 -1 | O}:> 20 —y—2=0
1 2 0 | o0 T +2y=0
= -2t
2 =2(—2t) —t = —5t

Quindi N(T)) & generato dal vettore (—2,1, —5)3, espresso pero rispetto alla base B. Rispetto
alla base canonica tale vettore corrisponde al vettore

—2-v1+1-v3—5-v3=(-1,-1,-2)
Infine
N(T)=((-1,-1,-2))

Poiche il nucleo ha dimensione uno per determinarne una base ortonormale & sufficiente pren-
dere come generatore un vettore di norma 1:

Base ortonormale di N(T') = { (\}6, %, % ) }

(2) Con il secondo metodo ricaviamo invece la matrice associata a T rispetto alle basi canoniche di R® e
R?, calcolando le immagini di e1, ey, e3. Poiché conosciamo gia T'(e;) = (—1,2) e T'(ez) = (—1,0),
dobbiamo solo ricavare T'(e3). Sfruttando la linearita di 7" otteniamo:

T(0,0,1) = T(1,-2,1) — T(1,0,0) + 27°(0, 1,0)
Quindi la matrice B associata a T rispetto alle basi canoniche &

o[ -1 1] _ -1 -1 1
2 0 -1 II+21(0 -2 1
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a) La dimensione dell’immagine di T corrisponde al rango di B, quindi

dim(Im(T)) = 2

b) Per determinare il nucleo di T risolviamo il sistema omogeneo associato a B

L0 =1
roYTE= =qy=t VteR
—2y+2=0

z =2t

Quindi
N(T) =((1,1,2))

Notiamo che in questo caso il generatore € gia espresso rispetto alla base canonica, € quindi

sufficiente prendere come generatore un vettore di norma 1:

1 1 2
Base ortonormale di N(T') = { (\/6’ %, % ) }
O

Esercizio 11.10 (11.1). [Esercizio 15) cap. 9 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti,

Scapellato] Calcolare una base ortonormale di R? formata da autovettori per le matrici

1 2 0 1 3 0
A=12 1 0 B=13 -2 -1
0 0 -1 0 -1 1

SOLUZIONE:
Cominciamo a determinare gli autovalori della matrice A calcolandone il polinomio caratteristico, ovvero

il determinante della matrice
1—-A 2 0

A—-A = 2 1-A 0
0 0 —-1-A

Quindi
PaA) = (A =XNA=N)(-1-2)=2-2(-1-X2) = (=1 = N[ =21 = A) —4]

= (=1 =N\ —=2X-3)

Gli autovalori di A sono i valori di A per cui pa(A) = 0, quindi

A1 =—1 (doppio), A2 =3
Possiamo ora trovare gli autovettori:
e )\ = —1. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo associato a A + I:
T =—t
= 2r4+2y=0 =>qy=t Vs,te R = E(-1)={((-1,1,0), (0,0,1))

o O O

2 2 0
2 2 0
00 0 L

Poiche dalla teoria sappiamo che le matrici simmetriche sono diagonalizzabili, ci aspettavamo che

l’autovalore A = —1 avesse molteplicita geometrica 2.
e )\ = 3. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo associato a A — 31:
-2 2 0 0 r=t
-2 2y=20
2 2 0 | of]= {7 S dy=t WieR = E@B)=/(1,1,0)
-4z =0
0 0 -4 | 0 2 =0

Siano
V1 = (_171’0)7 Vo = (O7Oa1)7 v3 = (171a0)
i tre autovettori linearmente indipendenti determinati. Essendo A una matrice simmetrica sappiamo dalla

teoria che i suoi autovettori relativi ad autovalori distinti sono ortogonali tra loro. Inoltre, in questo caso,
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anche i due autovettori relativi allo stesso autovalore A = —1 risultano ortogonali: (v1,v2) = 0. Per
determinare la base ortonormale richiesta ¢ quindi sufficiente normalizzare i tre vettori vy, v € v3:

” V1 < 1 ]. O>
1= =\ "= =
[[val V2 V2
Ug = 7”2}2“ =(0,0,1) = la base cercata ¢ B = {u, uz, us}
V2

U = V3 _( 1 1 O)
S— 0.0\ 7Y7= &
[[v]] 2" V2

Ripetiamo ora l’esercizio con la matrice B. Cominciamo a determinare gli autovalori della matrice B
calcolandone il polinomio caratteristico, ovvero il determinante della matrice

1—A 3 0
B - = 3 —-2-X -1
0 -1 1—-A

Quindi
pe(A) =1 =N[(=2=-N)1 =2 1] =3-31-A) =1 =N[(-=2=A)(1 =) =1 9]
=(1-NA\+A1-12)
Gli autovalori di B sono i valori di A per cui pg(A) = 0, quindi
A =1, A2 = 3, Az =—4
Possiamo ora trovare gli autovettori:

e )\ = 1. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo asociato a B — I:

0 3 0 | 0 3y=20 r=t

3 -3 -1 | 0|=132-3y—2=0 =y=0 Vie R
0 -1 0 o |5, g

= E(1)=((1,0,3))

e )\ = 3. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo asociato a B — 31:

-2 3 0 | O -2 3 0 | 0
—2z+3y=0
3 -5 —1 | 0| =20I+3|0 -1 -2 0{ Ty
0 -1 -2 ] 0 0 -1 -2 | o] lmy—22=0
T = -3t
=qy=-2t VieR = E@3)=((-3,-2,1))
z=t
e )\ = —4. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo associato a B + 41:
5 3 0 | 0 5 3 0 | 0
Sxr+3y=0
3 2 -1 | 0|=5I+-3Il0 1 -5 | 0{x+y
0 -1 5 | 0 0 -1 5 | of ly=52=0
T =3t
= y=>5t VteR = FE(—4)={((-3,5,1))
z=1

Siano
U1 = (15 Oa 3)7 Vg = (_37 _27 1)5 U3 = (_3a 57 1)

i tre autovettori linearmente indipendenti determinati. Essendo B una matrice simmetrica sappiamo dalla
teoria che i suoi autovettori relativi ad autovalori distinti sono ortogonali tra loro. Per determinare la base
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ortonormale richiesta si tratta quindi di normalizzare i tre vettori vy, vo € vs:

Ui

o U1 _( 1 0 3 )
loall - \V10" 7 V10

= la base cercata ¢ B = {uy, ug, us}

uv2(3 2 1)
Tl U Vid  Vid Vi

U — V3 _(_ 3 5 1 >
57 Jlus]] V35 V35 V35
[}

Esercizio 11.11 (11.2). Per ognuna delle sequenti matrici simmetriche A si determini una matrice or-
togonale P per la quale PT AP sia diagonale

0 1

1
AB _22} A=lo 1 -1
1 -1 2

SOLUZIONE:

Poiche entrambe le matrici A sono simmetriche, sappiamo dalla teoria che sono sicuramente diagonatiz-
zabili. Si tratta di

(1) Determinare gli autovettori di A,
(2) Determinare una base ortonormale a partire dagli autovettori (linearmente indipendenti) di A,
(3) Scrivere la matrice P che ha per colonne gli elementi della base trovata.

La matrice P cos{ determinata ¢ diagonalizzante e ortogonale.

Consideriamo prima la matrice

1 2
1=l %)
=X+ )X—6 = autovalori: \y =2, Ay = —3

(1) pa(N)
e )\ = 2. Consideriamo A — 21I:

-1 2 |0 z =2t
{2 —4 | o}i{y:t vieR = B(2)=((21))

e )\ = —3. Consideriamo A + 3I:
42 10 =t

= vte R = E(-3)=((1,-2

R {y:_% (8)=((0.-2)

(2) Dalla teoria sappiamo gia che autovettori relativi a autovalori distini sono ortogonali. E’ quindi
sufficiente normalizzare gli autovettori linearmente indipendenti trovati:

U1 = (27 1)7 V2 = (17 _2) =

(3) Infine
2 1
P= | V3 ]
V5 V5
Consideriamo ora la matrice
1 0 1
A=1(0 1 -1
1 -1 2

(1) pa(A) = (1 =A)(A\2 = 3)\) = autovalori: Ay =1, A\y =3, A3 =0
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e )\ = 1. Consideriamo A — I:

0 0 1 ] 0 x=t
0 0 -1 | Ofl=>qy=t Vite R = E(1)=((1,1,0))
1 -1 1 | 0 =0
e )\ = 3. Consideriamo A — 31I:
-2 0 1 | 0 -2 0 1 0 r=—t
0 -2 -1 | 0of = 0 -2 -1 | 0 =>qy=t VteR
1 -1 -1 | 0 2IIT+1({0 -2 -1 | O = ot
=  E@)=((-1,1,-2))
e )\ = 0. Consideriamo A — 0I:
1 0 1 ] 0 1 0 1 ] 0 x=—t
0o 1 -1 | 0o = 0 1 -1 ] 0]=<y=t Vte R
1 -1 2 | 0 nr—-rjo -1 1 1| 0 s =t

= BO0)=((-1,11))

(2) Dalla teoria sappiamo gia che autovettori relativi a autovalori distini sono ortogonali. E’ quindi
sufficiente normalizzare gli autovettori linearmente indipendenti trovati:

U1 1 1
=(1,1,0 =—=(—= —= 0
=119 w=pr= (v 7 %)

1 1 2
1}2:(—171,—2) = Ug = V2 (_ — )

e

1 1 1
V3 = (_17171) us U3 = (_7 X} )

sl 3 V3 V3
(3) Infine
1 1 1
V2 V6 V3
p—|L L L
Ve Vg
0 -% &

Esercizio 11.12 (11.3). Sia T l’endomorfismo di R® con matrice associata

4 0 0
A=1({0 5 -1
0 -1 5

rispetto alla base canonica.

a) Stabilire se l'endomorfismo T ¢ diagonalizzabile.
b) Trovare basi ortonormali degli autospazi di T (rispetto al prodotto scalare canonico di R3).
¢) Trovare una base ortonormale di R® formata da autovettori di T

SOLUZIONE:

a) L’endomorfismo T é sicuramente diagonalizzabile perche ¢ simmetrico.
b) Calcoliamo gli autovalori di T

pa(A) = (A =N[6-X1)? =1 = (4= X1)?*(6-))
Quindi gli autovalori sono:

A1 =4 doppio
)\2 - 6

Calcoliamo ora gli autospazi.
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Risolviamo il sistema omogeneo associato a A — 41:

0 0 0 | 0 00 0 | O
0o 1 -1 | 0= 01 -1 | 0|l=y—2=0
0 -1 1 | 0 IIr+1r{0 o 0 | 0O
=1
=3 y=s5s = E(4):<(170a0)7 (07171)>
z S

Notiamo che, anche senza avere osservato che T' ¢ simmetrico, a questo punto possiamo conclud-
ere che T e diagonalizzabile in quanto la molteplicita geometrica del suo unico autovalore doppio
e 2.

Inoltre i due vettori presi come generatori sono tra loro ortogonali, & percio sufficiente normal-
izzarli per ottenere una base ortonormale di E(4):

B(E(4)) ={ (1,0,0), (0\}5\2) }

Risolviamo ora il sistema omogeneo associato a A — 61:

-2 0 0 | 0 -2 0 0 | 0 9w —0
0 -1 -1 | o| = 0—1—1|0;»{
0 -1 -1 | of HI—-I1r{o o 0 | 0O YTz =
z=0
=qy=-t = E6)=((0,-11))
z=t

Una base ortonormale di E(6) ¢:

s {1 )

5={ w00 (0.55.5). (0-7575) |

¢ una base ortonormale di R? formata da autovettori di 7.

¢) L’insieme

Esercizio 11.13 (11.5). Sia A la matrice reale

6 0 -2
A=10 5 0
-2 0 9

Trovare una base ortonormale di R® costituita da autovettori di A.

SOLUZIONE:
Calcoliamo il polinomio caratteristico di A

paN) = (6—=X)B=NOQ—-X) —2-2(5-X) = (5—A)(A\? — 15\ + 54 — 4)
=—(A=5)%(A—10)
Di conseguenza gli autovalori di A sono
A =10, A=5 (doppio)

Calcoliamo i due autospazi.
E(10). Risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 101:

-4 0 -2 |0 121 [-2 0 -1 ] 0 x =
0 -5 0 | 0] = 0 58 0 | 0l={y=0 VteR
-2 0 -1 | o rmr—12r{o o o0 | o0 R

= E(10)=((1,0,-2))
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E(5). Risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 51I:

1 0 -2 1] 0 10 -2 | 0 r =2t
0 0 0 0| = 00 0 | 0l=qy=s VsteR
-2 0 4 | of IIT+2I{0 0 0 | O Jo—

= FE(5)=((20,1), (0,1,0) )
Una base di R? formata da autovettori di T' & data dall’insieme

{(1,0,-2), (2,0,1), (0,1,0) }.

Notiamo che tali vettori sono gia tra loro ortogonali, &€ quindi sufficiente normalizarli. Una base ortonormale

¢ quindi data dall’insieme
1 2 2 1
7707_7 ) 77077 9 0,].,0 .
{ <\/5 \/5) <\/3 \/5> ( ) }

Esercizio 11.14 (11.9). Si consideri il sequente endomorfismo di R?
T(z,y,2) = (ax, br+y+2, y+2)

con a e b parametri reali.

a) Si discuta la diagonalizzabilita di T al variare di a e b in R.
b) Posto a =b =0 si determini una base ortonormale di R® formata da autovettori di T.

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice A = M(T) associata a T rispetto alla base canonica:

a 0 0
A=1b 1 1
0 1 1

Il polinomio caratteristico di A & Pa(A\) = (a — \)(A? — 2)), quindi gli autovalori di A sono A = a,0, 2.
a) Se a # 0,2, T ha tre autovalori singoli, quindi & sicuramente diagonalizzabile.
Se a = 0, Pautovalore A = 0 & doppio, quindi per stabilire se T' & diagonalizzabile dobbiamo
calcolare la dimensione dell’autospazio E(0):

00010 000 |0
EO0)=N@A): [b 1 1 | 0|=II—-1IT|b 0 0 | 0
01110 01110

Dobbiamo distinguere due casi
— Se a =0 e b =0 l'autospazio F(0) ha dimensione 2, quindi T ¢ diagonalizzabile.
— Se a =0 e b # 0 'autospazio F(0) ha dimensione 1, quindi 7' non & diagonalizzabile.
Analogamente se a = 2, 'autovalore A = 2 & doppio, quindi per stabilire se T' & diagonalizzabile
dobbiamo calcolare la dimensione dell’autospazio E(2):

00 0 | O
EQ)=NA-20): [b -1 1 | 0
01 -1 ] 0

Dobbiamo quindi distinguere due casi
— Se a =2 e b =0 l'autospazio F(2) ha dimensione 2, quindi T ¢ diagonalizzabile.
— Se a =2 e b # 0 autospazio F(2) ha dimensione 1, quindi T non & diagonalizzabile.
Infine T' & daigonalizzabile se a # 0,2 per ogni valore di b, oppure sea =00a=2eb=0.
b) Per a = b = 0 abbiamo gia in sostanza calcolato ’autospazio

E(O) = <(05 17 _1)7 (17 0> O)>
Notiamo che i due generatori trovati sono gia tra loro ortogonali, quindi si trattera solamente di
renderli di norma 1.
Analogamente per a = b = 0 otteniamo:
-2 0 0 | 9w =0

0
E@) =NA-20): |0 -1 1 | 0 :{ = B(2)=(0,1,1))
0 1 -1 1] 0 —y+z=0
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Infine la base ortonormale cercata ¢
1 1 1 1
B(RS): {(0”_) ) (17070)a <O7,>}
V2 2 2" V2

Esercizio 11.15 (11.13). Sia T lendomorfismo di R® cosi definito:
T(x1, 2, 23) = (221, 229 + V33, \/gxg)

a) Stabilire se T ¢ invertibile.
b) Mostrare che T é un endomorfismo simmetrico.
¢) Trovare una base ortonormale di R® che diagonalizza T.

SOLUZIONE:

La matrice associata a T rispetto alla base canonica é:

2 0 0
A=10 2 V38
0 V3 0
a) T & invertibile se ¢ invertibile la matrice A, cio¢ se A ha determinante non nullo:
2 0 0
det(A) =det [0 2 V3| =2-(=3)=—-6#0
0 V3 0

b) La matrice associata a T rispetto alla base canonica (che & ortonormale) ¢ simmetrica: AT = A,
quindi 7" &€ un endomorfismo simmetrico.
c¢) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

2—-A 0 0
paN)=det| 0 2—-X V3 =2-XN-[2-N(=N)-3=2-N\-21x-3)
0 VERE\
quindi gli autovalori di A sono A =2, —1, 3.
Calcoliamo ora gli autospazi.

0 0 0 z =
E(2)=NA-2I): |0 0 V3 é{\/gzz = dy=
0 V3 -2 V3y =22 = 2=0
= E(2) = ((1,0,0))
3 0 3.0 0
E(-1)=N(A+1) 0 V3| = 0 3 V3| =
0 00 0

X
3z = N
3y+v32=0 ‘Z

=—t=—3t

-1 0 0 3 0 0
E(B)=N(A-3I): 0 -1 V3| = 0 -1 V3| =

0 V3 -3 IIT+3II|0 0 O
3 0 r=0
T =

={y=v3t = E(3)=1(0,V31

{ngzo y tf (3) = (( )

z =

Essendo tre autospazi distinti i tre autovalori generatori trovati sono tra loro ortogonali. Per
ottenere la base ortonormale cercata basta quindi prendere i generatori di norma 1:

B(R?) = {(1,0,0), (0,;, —‘f) (0,?, ;)}



