CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA.

FOGLIO DI ESERCIZI 9- GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE 2011/12

Esercizio 9.1 (v.8.37). Sia T la funzione lineare da R* a R* definita da
T(z,y,2) = 3z — 2y, x +y+z, 2z -3y —2)

a) Determinare basi dell’immagine Im(T) e del nucleo N(T).
b) Si scriva la matrice associata a T rispetto alla base B = {(2,1,0), (1,1,0), (0,1,1)}.

SOLUZIONE:

a) Riduciamo a gradini la matrice A associata a T rispetto alla base canonica:

3 -2 0 3 =2 0 3 =20
A=1(1 1 1| = 3II-1 (0 5 3| = 0 5 3
2 -3 -1 117 -21110 -5 -3 IIIT+11{0 0 O

Quindi
B(Im(T)) = {T(el)u T(€2)} = {(37 1,2), (2,1, _3)}

Il nucleo di T' & formato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

3 -2 0] 0 x=3t
0 5 3 | 0|=cy=t Vie R
0 0 00 c= 54

Quindi

wom-{(22-2)

b) Chiamiamo vy, v € vz i tre vettori di B. Dalla definizione di T otteniamo:
T(Ul) = T(2a 1, O) = (4a 3, 1)7
T(UQ) = T(la 15 0) = (17 2a 71)7
T(UB) = T(Oa 1, ]-) = (—2’ 2, _4)
Si tratta ora di esprimere tali immagini come combinazioni lineari degli elementi di B, cioe di
risolvere equazione xv; + yvy + zvs = T'(v;) per i = 1,2,3. Per risolvere i tre sistemi contem-

poraneamente riduciamo a gradini la matrice formata dai tre vettori v; affiancata dalla matrice
formata dai tre vettori T'(v;)

210 | 4 1 -2 2 10 | 4 1 =2
11 1] 3 2 2|=20-1{01 2] 2 3 6
001 | 1 -1 —4 001 ] 1 -1 —4

Consideriamo ora il sistema associato alle prime 4 colonne:

20 +y =4 =2
y+22=2 =qy=0

T(’Ul) = (4,3, 1) = 2’01 —+ O'UQ —+ 1’03 = (2,0, 1)3

Consideriamo il sistema associato alle prime 3 colonne e alla quinta:

2r4+y=1 T = -2
Yy+2z2=3 =Jy=9
z=—1 z=-1

T(ve) = (1,2, —1) = —2v1 + 5vy — lug = (—=2,5,—1)
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Consideriamo il sistema associato alle prime 3 colonne e alla sesta:

2r+y = -2 T =-8
y+22=6 =< y=14
z=—4 z=-4

T(v3) = (—2,2,—4) = —8vy + 14vy — dvg = (—8,14, —4)5

Infine la matrice B associata a T rispetto alla base B &

2 -2 -8
B=|0 5 14
1 -1 -4

Un metodo alternativo consisteva nell’utilizzare la matrice P di cambiamento di base:

2 1 0 1 -1 1
P=|11 1l=pP't'=|-1 2 —2|= B=P AP
0 0 1 0o 0 1

O

Esercizio 9.2 (8.40). Sia T : R®> — R? lapplicazione definita da T(zx,y) = (2z,x — y,2y), e siano
B=1{(1,0), (1,1) } e B = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } due basi di R* e R* rispettivamente. Determinare
la matrice A = ME (T) associata a T rispetto alle basi B e B'.

SOLUZIONE:

La matrice A cercata ha per colonne le immagini attraverso 7' degli elementi di B, espressi rispetto a
B’. Cominciamo a calcolare la immagini:

T(17O) = (23150)7 T(lal) = (27072)
I vettori cosi ottenuti sono pero espressi rispetto alla base canonica. Indichiamo con
ull = (1,1,0), U/Q =(0,1,1), ué =(0,0,2)

gli elementi della base B’. Esprimere (2,1,0) e (2,0, 2) rispetto a B’ equivale a risolvere le due equazioni
vettoriali: zu) +yub+zuly = (2,1,0) e zu) +yuh+zuf = (2,0,2). Consideriamo quindi la matrice associata
a tali sistemi, riducendola con le due colonne dei termini noti contemporaneamente:

100 | 2 2 100 | 2 2 100 ] 2 2
110 | 1o0l=II-1{010 /] -1 —2|= 010 | -1 =2
012 ] 0 2 012 1] 0 2 Ir—1r{o o 2 | 1 4

Per risolvere I'equazione zuj + yub + zuj = (2,1,0) consideriamo la prima colonna dei termini noti:

x=2 r=2
y=—-1 = ?J:Il =
2z=1 z==
2
’ / 1, 1
T(I,O) = (27 1a0) = 2ul — Uy + 5“3 = 27_1a 5
BI

Analogamente per risolvere l'equazione zu} + yub + zuf = (2,0, 2) consideriamo la seconda colonna dei
termini noti:

T =2 r=2
y=-2 =qy=-2 =
2z =4 z=2

T(1,1) = (2,0,2) = 2u} — 2ub + 2ufy = (2,-2,2) 5,

Infine
2 2
A=|-1 -2
1
5 2
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Esercizio 9.3 (8.44). Sia S : R® — R®la funzione lineare associata a:

0 0 O
0 01
1 2 3

rispetto alla base {(1,1,1), (0,2,2), (0,0,3)} di R>.
a) Si scriva la matrice associata a S rispetto alla base canonica.
b) Determinare basi dell’immagine Im(S) e del nucleo N(S).

SOLUZIONE:

a) Siano vy = (1,1,1), va = (0,2,2), v3 = (0,0,3) e sia B la base formata da essi.
Dalla matrice, che utilizza vettori espressi rispetto alla base B sia nello spazio di arrivo che di
partenza, si ricava che:

S(v1) =8(1,1,1) = (0,0,1)g = Ovy + Ovg + vz = (0,0, 3)
S(’Ug) = S(O, 27 2) = (0, 0, 2)3 = 0'[)1 + O’UQ + 2’03 = (O, 0, 6)
S(Ug) = 5(0,073) = (0, 1,3)5 = 0vy + 1ve + 3vg = (0, 2, 11)
Per calcolare le immagini della base canonica, dobbiamo prima determinare le coordinate degli
elementi e; della base canonica rispetto alla base {v1,va,v3}, ovvero esprimere gli e; come combi-
nazione lineare di vy, v2 e v3, ovvero risolvere le equazioni
U1 + Yvo + 2v3 = €; 1=1,2,3

In questo caso, data la semplicita dei calcoli non € necessario impostare le tre equazioni, infatti:
1 1 1 1

€1 = V1 — 5112, €2 = 5”2 - §U37 €3 = 503

Quindi per la linearita di S:
1
S(er) = S(0r) ~ 35(2) = (0,0,3) - %(0,0,6) — (0,0,0)

S(e2) = 15(@2) - 1S(vg) = %(0,0,6) - %(0,2, 11) = (0, 2 2)

2 3 37 3
1 2 11
S(es) = 55(03) = <07 3 3)
Infine la matrice associata a S rispetto alla base canonica e:
0 0 0
A=10 -2 2
_3 i
0

3 3
b) Conviene utilizare la matrice A in modo da ottenere vettori gia espressi rispetto alla base canonica.
In questo caso non & necessario procedere con la riduzione a gradini. Infatti ¢ evidente che la
sottomatrice formata dalle ultime due colonne ha rango 2, quindi una base dell’immagine di S ¢
quella formata da S(ez) e S(es), oppure da un loro multiplo:

B(Im(S)) ={ (0,2,2), (0,2,11) }
Dal teorema di nullita pitt rango sappiamo che il nucleo ha dimensione uno e avendo trovato che

S(e1) = 0, quindi ey appartiene al nucleo, possiamo concludere che una base del nucleo di S &

B(N(5)) ={ (1,0,0) }

Esercizio 9.4 (8.18). Sia T : R®* — R? lapplicazione lineare definita da
T(z,y,2) = (22,y,0)

(1) Dato il vettore w = (2,—1,1), calcolare T'(w).

(2) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.

(3) Calcolare T'(w) utilizzando la matrice A.

(4) Determinare la dimensione e una base degli spazi vettoriali Im(T) e N(T').

(5) Verificare che Uinsieme B = {v1, va, v3} con vy = (1,0,1), va = (0,1,-1), v3 = (1,1,—1) é una
base di R®.
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(6) Determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B dello spazio di partenza e alla base
canonica & dello spazio di arrivo, cioé Mg(T).

(7) Determinare le componenti del vettore w = (2, —1,1) rispetto alla base B.

(8) Calcolare T'(w) wutilizzando la matrice B.

SOLUZIONE:
(1) Per calcolare T(w) basta applicare la definizione:
T(2,-1,1)=(2-2,-1,0) = (4,—-1,0)
(2) Per calcolare A dobbiamo calcolare 'immagine dei vettori della base canonica:

T'(e1)
T'(e2)
T(e3)

)

T(1,0,0) = (2,0,0)
T(0,1,0) = (0, 1,0)
T(0,0,1) = (0,0,0)

(

La matrice A ha come colonne T'(e1), T(e2), T(e3):

2 0 0

A=10 1 0

0 0 0

(3) Utilizzando la matrice A si ottiene

2 00 2 4
Tw)=A-w=10 1 0] [-1] =]-1
0 0 O 1 0

Notiamo che abbiamo ottenuto lo stesso risultato del punto (1).
(4) L’immagine di T' & generata dai vettori colonna di A:

Im(T) = < T(el)a T(e2)a T(63) > = < (27070)’ (0)170) >

Dalla matrice A, gia ridotta a gradini, notiamo che solamente T'(e;) e T'(e2) sono linearmente
indipendenti, di conseguenza 'immagine € uno spazio vettoriale generato da due vettori:

dim (Im(T)) = 2
B (Im(T)) = {(2,0,0), (0,1,0)}

Il nucleo di T & formato da quei vettori dello spazio di partenza R® la cui immagine attraverso
T ¢ il vettore nullo:

N(T) = {(z,y,2) € R’ | T(v) = (0,0,0)}

Il N(T) ¢ quindi formato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

20 =0 z=0
0=0 z=1

Di conseguenza
N(T) = {(0, )fltGR}:((O,OJH
dim (N (T))
B(N(T)) = {(0707 1)}

(5) Per verificare che I'insieme B = {vy, v2, vz} con v; = (1,0,1), vo = (0,1,—1), v3 = (1,1, —1) & una
base di R? calcoliamo il rango della matrice che ha per colonne i tre vettori:

1 0 1 1 0 1 1 0 1
0 1 1 = 0 1 1 = 01 1
1 -1 -1 I17-1|10 -1 -2 IIT+1110 0 -1

La matrice ha 3 pivot, quindi ha rango 3, e 'insieme B = {v1, va, v3} € una base di R3.
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(6) Per determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B dello spazio di partenza e rispetto

alla base £ dello spazio di arrivo, come al punto (2), calcoliamo I'immagine di v1, vy e vs attraverso
T:

T(v1) =T(1,0,1) = (2,0,0)

T(ve) =T(0,1,—-1) = (0,1,0)

T(U3) = T(l, 17 71) = (27 170)
Notiamo che tali immagini (appartenenti allo spazio di arrivo) sono espresse come richiesto rispetto
alla base canonica. La matrice B ha quindi come colonne T'(v1), T(ve), T(vs):

2 0 2
B=M§T)=|0 1 1
000

(7) Per determinare le componenti (z,y,z) di w rispetto alla base B dobbiamo esprimere w come
combinazione lineare degli elementi di 5. Dobbiamo quindi risolvere I'’eaquazione

TV + YU + 2V3 = W

Consideriamo la matrice associata:

1 0 1 | 2 1 0 1 | 2
o 1 1 | -1|= o 1 1 | -1|=
1 -1 -1 | 1 Ir-10 -1 -2 | -1
1o 1 | 2 r=0
01 1 | -1|=<qy=-2 = w=0v; —3vy+2v3
IIT+11|10 0 -1 | -2 5 —9

e w ha componenti (0, —3,2)g rispetto alla base B = {vy, v, vs}.

Come metodo alternativo possiamo calcolare la matrice P = M§ di transizione da B a C, ovvero
la matrice che ha per colonne i vettori di B espressi rispetto a C:

1 0 1
P=1]0 1 1
1 -1 -1
Per esprimere w rispetto a B dobbiamo prima calcolare P~1 = MCB , la matrice di transizione da
CabB:
0 1 1
Pl=]-1 2 1
1 -1 -1
Di conseguenza
0 1 1 2 0
wg=P ' wl=|-1 2 1| |-1|=]-3
1 -1 -1 1 2

e w ha componenti (0, —3,2)8B rispetto alla base B = {v1, va, v3}:
w = 0vy — 3ve + 2v3

(8) Avendo espresso w in termini della base B = {vy, va, v3} possiamo ora calcolare T'(w) utilizzando
la matrice B:

2 0 2] [0 4
Tw)=B-w= |0 1 1|-|-3|=|-1
00 0 [2 0

Notiamo che abbiamo ottenuto lo stesso risultato del punto (1) e del punto (3).

Esercizio 9.5 (8.36). Sia S : R* — R? la funzione lineare
5(321,.1‘2,.133,1‘4) = (31‘1 —2x3 + x4, 41 — 229 + 223 + 34, 1 + 223 + 21‘4).

a) Si trovi una base del nucleo di S e una base dell’immagine di S.
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b) Sia & la base canonica di R* e sia B la base di R® costituita dai vettori
vl = (1707 ]‘)’ 7‘}2 = (1707 0)’ ,US = (1’ ]'7 1)
Si determini la matrice ME(S) associata a S.
SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice A associata a S calcolando I'immagine degli elementi della base canonica:

Sler) = (3,4,1)

3 0 -2 1
5(62> - (07 _270) = A= 14 =2 2 3
5(83) = (_25272) 1 0 2 2

5(64) = (la Sa 2)
a) Riduciamo a gradini la matrice A:

II7{1 0 2 2 1 0 2 2
4 -2 2 3| = 1I-41 [0 -2 —6 -5
I |13 0 -2 1 I1171-3110 0 -8 =5

Una base dell’lmmagine di S ¢ data da
B(Im(S)) = {S(e1), S(e2), S(es)}

Per trovare una base del nucleo risolviamo il sistema omogeneo:

m:§t
r+2z2+2w=0 —t5
2y —6z—Bw=0 = y_t = B(N(S)) = {(6,5,5,—8)}
2z =
-8z —-b5w=0 8
S
YT

b) Si tratta di esprimere S(e1), S(ez2), S(es), S(eq) rispetto alla base B. Scriviamo quindi la matrice
associata ai 4 sistemi zvy +yve + zv3 = S(e;), considerando contemporaneamente i quattro vettori:

111 ] 3 0 -21 11 1/ 3 0 -21
001 ] 4 -2 2 3=I1II-7T|0 -1 0] -2 0 4 1
101 | 1 0 2 2 11 o 0 1| 4 -2 2 3
Risolviamo ora i quattro sistemi

r+y+z=3 T =-3

—Yy= -2 = Y= 2 = S(el) = (_37274)8

z+y+2=0 T =2

-y=0 =qy=0 = S(e2) = (2,0,-2)g

TH+Yy+z=-2 z=0

—y=4 = y=-4 = S5(e3)=(0,-4,2)5

r+y+z=1 z=-1

—y=1 =<¢y=-1 = S(es)=(-1,-1,3)5

z=3 z =

Infine

MES)=12 0 -4 -1
4 -2 2 3

Esercizio 9.6 (8.35). Sia T : R®> — R? la funzione lineare definita da
T(x,y,z) = (l‘—f—y, 2$—y—2, 2y+2’)
e sia B={(1,2,—4), (0,1,1), (1,0,—7)} una base di R>.
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a) Stabilire se T & iniettiva e/o suriettiva.

)
)
)
)

Si determini la matrice M§(T) associata a T rispetto alla base B e alla base canonica &.

c) Si determini la matrice ME(T) associata a T rispetto alla base B e alla base canonica &.
d) Si determini la matrice Mp(T') associata a T rispetto alla base B.

SOLUZIONE:

a) Dobbiamo in sostanza calcolare il rango di Mg(T) = M(T):

b)

1 1 0 1 1 0 1 1 0
M(T)=|2 -1 —1|=1II-2I|0 -3 —1| = 0 -3 -1
0 2 1 0 2 1 3IT+2I1(0 0 1

dim(Im(T)) =rg(M(T)) =3 = T ¢ suriettiva
dim(N(T)) =3 —rg(M(T)) =0 = T ¢ iniettiva

Si tratta di calcolare le immagini dei vettori della base B, e scrivere la matrice che ha questi come
colonne. Cid equivale a moltiplicare la matrice M (T) con la matrice

1 0 1 301 1
P=|2 1 0|=>MTP=|4 -2 9
-4 1 -7 0 3 -7

Infatti T'(1,2,—-4) = (3,4,0), 7(0,1,1) = (1,-2,3), T(1,0,—7) = (1,9,—7), come si pud deter-
minare usando la definizione data di 7.

I vettori T'(e;) = (1,2,0), T(e2) = (1,—1,2), T(e3) = (0,—1,1), vanno espressi nella base B. Le
coordinate dei vettori cosi ottenuti saranno le colonne di ME(T). Equivalentemente si ha che

7 -1 1 5 10 2
ME(T)=P'M(T)=|-14 3 2| M(T)=|-8 —21 -5
-6 1 -1 -4 -9 -2

Siano v; = (1,2, —-4), va = (0,1,1) e v3 = (1,0, —7). Dati i punti precedenti per ottenere la matrice
richiesta basta fare P~ M (T)P per ottenere la matrice richiesta.

Se non fossero state richieste le matrici precedenti, il metodo piu semplice consiste nel calcolare
le tre immagini dei vettori della nuova base e poi trovare le coordinate di questi tre vettori rispetto
alla base B = {vy, va, v3}.

T(v1) =(3,4,0), T(ve)=(1,-2,3), T(vs)=(1,9,—7)

Si tratta ora di esprimere tali immagini come combinazioni lineari degli elementi di B, cioe di
risolvere lequazione xv; + yvs + zvs = T(v;) per ¢ = 1,2,3. Per risolvere i tre sistemi contem-
poraneamente riduciamo a gradini la matrice formata dai tre vettori v; affiancata dalla matrice
formata dai tre vettori T'(v;)

1 0 1 | 3 1 1 10 1 | 3 1 1
2 1 0 | 4 -2 9|=1II-21|0 1 -2 | -2 —4 7
—4 1 =7 | 0 3 7| IIT+4I[0 1 -3 | 12 7 -3
10 1 | 3 1 1
= 01 -2 | -2 -4 7

Irr—170 o -1 | 14 11 -10

Risolviamo ora i tre sistemi:

r+z=3 =17

Tvi): Sy—22=-2 =<y=-30 = T(v)=(-17,-30,14)5
r+z=1 =12

T(vg): Qy—22=-4 =<y=-26 = T(vg)=(12,-26,-11)p
—z=11 z=—11
r+z=1 z=-9

T(vg): Sy—22=7 =<y=27 = T(v3)=(-9,27,10)3
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Infine la matrice B associata a T rispetto alla base B &

17 12 -9
Mg(T) = |30 —26 27
—14 —11 10

Esercizio 9.7 (8.50). Sia
B = {Ul = (1707 1)a V2 = (07_1a0)a U3 = (27070)}

una base di R® e sia T Uendomorfismo di R® cosi definito:

T(v1) = (3,1,2), T(vy) = (0,1,1), T(v3) = (6,4,6)

a) Si determini la matrice M(T) associata a T rispetto alla base canonica.
b) Si determini base e dimensione dell’Immagine e del Nucleo di T.
¢) Si stabilisca per quali valori di k il vettore vy, = (k+ 1,0, k) appartiene all’Immagine di T .

SOLUZIONE:

a) Per determinare T'(e;), dobbiamo ricavare le coordinate di e; rispetto alla base B. Non & pero
necessario risolvere le tre equazioni xvy + yvs + zv3 = e; in quanto seplicemente:

1 1
€1 = 503, €2 = —V2, €3 = V1 — 5113

Di conseguenza

1
T(el) = §T(U3) = (3,2,3)
T(e2) = —T(v2) = (0,—1,-1)
1
T(€3) = T(Ul) - §T(’U3) = (3’ 152) - (35273) = (Oa _17 _1)
e
3 0 0
MT)=12 -1 -1
_3 -1 -1
b) Riduciamo M(T) a gradini
/31 [1 0 0] 1 0 0
I1-2/3r{o -1 -1| = 0 -1 -1
II7-1 |0 -1 71_ II1—-11|0 0 0

Quindi
dim(Im(7T)) = rg(M(T)) = 2
B(Im(T)) = {(3,2,3), (0,-1,-1)}

Sappiamo gia che dim(N(T')) = 3 — rg(M(T)) = 1. Per determinarne una base risolviamo il
sistema omogeneo associato a M (T):

rz=0
{xzo dy=——t = BINT)) ={(0,-1,1)}
“y—z2=0 z=1

c¢) Il vettore vy = (k+1,0, k) appartiene all'Tmmagine di T se & combinazione lineare dei vettori della
base in Im(7):

3 0 | k+1 3 0 | k41 1 0 | 0
2 -1 | 0 =3[T-2I|0 -3 | —2k-2|= III 0 -1 | -1
3 -1 | k Ir—-r1 10 -1 | -1 I7T-3111710 0 | —-2k+1
Infine, se k = % la matrice completa e incompleta hanno lo stesso rango, quindi il sistema

ammette soluzione e vy appartiene a Im(T'), mentre se k # %, allora rg(A[b) = 3 > rg(4) = 2,
quindi il sistema non ammette soluzione e v non appartiene a Im(T).

O
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Esercizio 9.8 (8.49). Sia T : R? = R? lapplicazione lineare definita da:

1 -3 3
A=13 -5 3
6 —6 4

a) Verificare che Uinsieme B = {v; = (1,1,0), vy = (—1,0,1), vg = (1,1,2)} & una base di R>.
b) Determinare la matrice associata a T rispetto alla base B.

SOLUZIONE:

a) Basta verificare che la matrice formata dai tre vettori ha rango 3, ovvero determinante diverso da

Zero:
1 -1 1
det [1 0 1| =1-(=1)—1-(=3)=2#0
0 1 2

Quindi vy, vs € v3 sono lineramente indipendenti e formano una base di R?.
b) Come nell’esercizio precedente si pud procedere in due modi. Utilizziamo il primo.
Calcoliamo le immagini dei vettori v; della nuova base:

T(Ul) =A- v = (—2, —2, 0)
T(UQ) =A- Vo = (2, 0, —2)
T(’Ug) =A- V3 = (4,4, 8)

Si tratta ora di esprimere i vettori trovati rispetto alla base B. Notiamo perd come la cosa &

immediata:
T(Ul) = T(l, 1,0) = (_2’ _270) = _2’01 = T(vl) = (_ZaOaO)B
T(UQ) = T(_la 07 1) = (2’ 07 _2) = _2’02 = T(UQ) = (07 _25 O)B
T(v3) =T(1,1,2) = (4,4,8) = 4vs = T(vs3) =(0,0,4)5
Quindi la matrice associata a T rispetto alla base B &
-2 0 0
B=Mp(T)=|0 -2 0
0 0 4

Notiamo che volendo utilizzare il secondo metodo la matrice M g di transizione dalla base B alla
base canonica C ¢ la matrice che ha per colonne i tre vettori di B (espressi rispetto a C):

1 -1 1
P=Mg=1|1 0 1
0 1 2

La matrice Mg di transizione dalla base canonica C alla base B ¢ quindi la matrice inversa: Mg =
P~!. Di conseguenza la matrice B associata a T rispetto alla nuova base ¢ P~1AP:

-2 0 0
B=Ms(T)=P 'AP={0 -2 0
0 0 4

Poiché la matrice Mp(T) ottenuta & diagonale, la matrice di transizione P tale che P~'AP =
Mp(T) & detta diagonalizzante.

(|
Esercizio 9.9 (9.1). Verificare che v =(1,0,0,1) é autovettore dell’applicazione lineare T cosi definita
T(x1, 2, T3, 24) = (221 — 223, —21 + 2T2 + 3 + T4, T3, T1 — 223 + T4)

Determinare inoltre il relativo autovalore.

SOLUZIONE:
Calcoliamo T'(v):
7(1,0,0,1) = (2, =141, 0, 1+1)=(2,0,0, 2) =2-v

Quindi v & autovettore associato all’autovalore 2.



