CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA.

FOGLIO DI ESERCIZI 11- GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE 2010/11

Esercizio 11.1 (9.16). Sia
1 0 0
A=10 1 3
1 1 -1
la matrice associata all’applicazione lineare T : R® — R rispetto alla base

B={1,1,0), (0,3,0), (0,1,1) }

a) Si determinino gli autovalori di T.
b) Si determinino gli autovettori e gli autospazi di T
c) Si stabilisca se T' & diagonalizzabile.

SOLUZIONE:
a) Il polinomio caratteristico di A &
pa(d) =1 =N [A-N(-1-2) =3 =1 -1\ -4

e gli autovalori di T sono

b) Calcoliamo ora gli autovettori.
— Consideriamo A = 1 e risolviamo il sistema omogeneo associato a A — I:

00 0 | O r=—t
32=0
00 3 | ofl=1{" ={y=t

Quindi gli autovettori relativi all’autovalore A = 1 sono del tipo
(z,y,2) = (—1,1,0)t, vVte R

Notiamo che queste sono le componenti degli autovettori rispetto alla base . Rispetto alla
base canonica otteniamo percio:

(71,1,0)5 =-1- (1,170) +1- (073>0) +0- (071,1) = (7172a0)

E(1) = ((-1,2,0))

— Consideriamo A = 2 e risolviamo il sistema omogeneo associato a A — 21:

-1 0 0 |0 -1 0 0 | O
0 -1 3 | o= 0 -1 3 | 0=
1 1 =3 ] 0 HI+I[0 1 =3 |0
-1 0 0 ] 0 e =0
0 -1 3 ] 0 é{ =qy=3t
HHI+II[0 0 0 [ 0 —y+3z = .

Quindi gli autovettori relativi all’autovalore A = 2 sono del tipo
(z,y,2) = (0,3,1)t, VteR

Notiamo che queste sono le componenti degli autovettori rispetto alla base B. Rispetto alla
base canonica otteniamo percio:

(07371)320(171a0)+3(07310)+1(07171):(071071)

E(2) = ((0,10,1) )
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— Consideriamo A = —2 e risolviamo il sistema omogeneo associato a A + 21I:
300 ] O 1/31 100 | O
0 3 3 | 0= 1/31II 01 1 | of=
111 1] 0 IIr7—-1/3rj1o0 11 | 0

100 [0 . z=0
011 | 0= { = y=—t

Ir—110 0 0 | 0 y+z=0 Jo

Quindi gli autovettori relativi all’autovalore A = —2 sono del tipo

(z,y,2) = (0,—1,1)t, Vte R
Notiamo che queste sono le componenti degli autovettori rispetto alla base B. Rispetto alla

base canonica otteniamo percio:

(0,-1,1)5=0-(1,1,0) + —1-(0,3,0) + 1- (0,1,1) = (0, -2,1)

E(=2)=((0,-2,1))

¢) La matrice A, e quindi Papplicazione T', ¢ diagonalizzabile percheé ha tre autovalori distinti.

Esercizio 11.2 (9.28). Si consideri la matrice ad elementi reali
3—k -1 0
A= k 2 k

0 1 3-k%

a) Determinare gli autovalori della matrice A.
b) Stabilire per quali valori del parametro reale k la matrice data é diagonalizzabile.

SOLUZIONE:

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A sviluppando rispetto alla prima colonna:
paN) =B —=k=XN)-[2=-NB—-k=XN)—-kl+EkB—-k—-NX)
=B-k-XN2-MNB-k=XN)—-kB—-k—AN+EB-k-=X
=B-k-N2-NMNB-k-=N=0B-k-N?(2-))
Quindi gli autovalori di A sono:
A =2
Ao =3 —k almeno doppio
Notiamo che possiamo solo dire che Ay & almeno doppio, in quanto se k¥ = 1 avremmo un unico
autovalore A\ = Ao = 2, triplo.
b) Per stabilire se la matrice & diagonalizzabile dobbiamo calcolare la dimensione dell’autospazio
E(—k + 3), che deve essere almeno 2 (la dimensione deve essere 3 nel caso k = 1 quando si ha un
unico autovalore \; = Ay = 2 triplo).

Calcoliamo quindi 'autospazio F(3—k) relativo all’autovalore A risolvendo il sistema omogeneo
associato alla matrice A — (3 — k)I:

0 -1 0 II |k k-1 k

k k-1 k= —-I |0 1 0f=
0o 1 © Ir+10 0 0
kr+(k—1y+kz=0 N kr+kz=0
y=0 y=0

Per risolvere il sistema dobbiamo distinguere due casi
— Se k =0, allora il sistema si riduce alla sola equazione y = 0, quindi ha soluzione

=1
=0
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e E(-k+3)=E3)=1{((1,0,0), (0,0,1)). In particolare E(—k + 3) ha dimensione 2 uguale
alla molteplicita algebrica di A2 (Notiamo che per k = 0, \; = 2 & singolo e Ay = 3 & doppio).
Di conseguenza se k = 0 la matrice ¢ diagonalizzabile.

— Se k # 0 possiamo dividere la prima equazione per k ottenendo il sistema equivalente

r=t
r+z=
{ y:

Quindi in questo caso E(—k + 3) = ((1,0,—1)). In particolare E(—k + 3) ha dimensione 1
minore della molteplicita algebrica di Ay. Di conseguenza se k # 0 la matrice non ¢ diagonal-
izzabile.

O
Esercizio 11.3 (10.7). Siano assegnati i sequenti vettori di R*:
v=(2,-1,0,1), w=(-1,2,0,2)

a) Si calcoli ’angolo tra i due vettori.
b) Si determini la proiezione ortogonale di v su w.
¢) Si scriva v come somma di un vettore vi multiplo di w e di un vettore va ortogonale a w.

SOLUZIONE:

a) Se indichiamo con ¥ 'angolo (convesso) tra i due vettori, sappiamo che

cos(d) = 7(1)’1”)
ol wl
Poiché
(vw)=-2-2+2=-2, |[v[=V6, [w]|=V9I=3,
otteniamo
-2 2
cos(¥) = :f—:f@
V6 -3 3v6 9

e

¥ = arccos (—{f), con0<dI<m

b) La proiezione ortogonale di v su w ¢ il vettore

(v, w) (v, w)
pry,(v) = Cw = “w

[ w |2 (w, w)

Notiamo che pr,(v) ¢ un vettore multiplo di w.
Sappiamo gia che (v, w) = —2, inoltre (w,w) =|| w ||?*= 3% = 9, quindi
-2 2 4 4
w = a =\l o 07 -
Pru(v) = 5w (9 9 9)

c¢) Dalla teoria sappiamo che il vettore v —pr,,(v) & un vettore ortogonale a w (& comunque immediato
verificarlo), quindi possiamo prendere:
v1 = pry(v)  multiplo di w
vy = v — pry(v)  ortogonale a w
V1 + v =0

Quindi
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Esercizio 11.4 (10.8). Si ripeta ’esercizio precedente con i sequenti vettori di R?

V= (3a47 72)3 w = (2> ]-7 71)

SOLUZIONE:
e La proiezione ortogonale di v su w & il vettore

pro(v) = |TUU’)U|)|)2 cw = v, w) cw

Notiamo che pr,,(v) & un vettore multiplo di w.

(v,w) =12

(w,w) =6
quindi

12

Pry(v) = 5 cw = (4, 2, =2)

e Dalla teoria sappiamo che il vettore v — pr,,(v) & un vettore ortogonale a w , quindi possiamo

prendere:
v1 = pry(v)  multiplo di w
vy = v — pry(v)  ortogonale a w
V1 +v =0

Quindi

vy = (4, 2, —2)
Vg = (—1, 2, 0)

Esercizio 11.5 (10.15). Si considerino i vettori di R
U1 = (17271)? U2 = (lalal)

a) Calcolare le lunghezze di vy e di va.
b) Determinare la proiezione ortogonale di v su vs.
¢) Trovare una base ortonormale del sottospazio di R? generato dai vettori vy e va.

SOLUZIONE:
a)
lor = V12 +22 +12 = V6
loa = VI2+12+12 = V3

(’Ul,’l)g) 4 4 4 4
v = . =35 17171 = 57’0709 |
pro() =g m Ty WED =153

¢) Sia {uj,us} la base ortonormale cercata. La cosa pili semplice per sfruttare i conti gia fatti &
considerare il seguente vettore ui, parallelo a v e di norma 1:

w1 (1 1 1
o Y Ak (\/§ vk \/3)

Inoltre il seguente vettore wy € ortogonale a vo, e quindi a wuy:
4 4 4 12 1
= — . = — ) = 17271 — -, T, T = — =, T, =
wo = vy — (V1,u1) - U1 = V1 — pro,(v1) = ( ) (3 3 3> < 373 3>

Notiamo che wsy & parallelo a (—1,2,—1), quindi al seguente vettore di norma 1:

= (12,1 _(_12_1)
2T ICLz -y VB Ve Ve
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Infine la base ortogonale cercata &

(%) (%)

Esercizio 11.6 (10.16). Sia U il sottospazio di R? costituito dai vettori (1,22, x3) tali che 2x1 + x2 = 0.
Si determini una base ortonormale di U rispetto al prodotto scalare ordinario di R3.

O

SOLUZIONE:

Gli elementi di U sono i vettori di R® tali che 2x1 + x9 = 0, ovvero

ZElzt
To9 = —2t Vs,t € R
xr3 =S

Quindi
U= < (17 _270)7 (0707 1) >

Poiche i due generatori sono tra loro ortogonali, per ottenere una base ortonormale di U e sufficiente
prenderli di norma 1:

Esercizio 11.7 (10.21). Sia T : R®* — R? la funzione lineare tale che
T(la 727 1) = (25 1)7 T(lvoao) = (71’2)5 T(O7 170) = (7170)

a) Che dimensione ha l'immagine di T ?
b) Si determini una base ortonormale (rispetto al prodotto scalare canonico di R?) del nucleo di T.

SOLUZIONE:
Per risolvere ’esercizio possiamo procedere in due modi:

(1) Determinare la matrice A = Mg(T) associata a T rispetto alla base
B={(1,-21), (1,0,0), (0,1,0) }

di R? e alla base canonica C di R?, tenendo poi conto che i vettori ottenuti nello spazio di partenza
R? (in particolare il Nucleo) saranno espressi rispetto alla base B.

(2) Ricavare 'azione di T sugli elementi della base canonica di R® e determinare quindi la matrice
B = M(T) associata a T rispetto alle basi canoniche.

Consideriamo entrambi i metodi.
(1) Con il primo metodo consideriamo la matrice A associata a T rispetto alla base B di R® e C di R*:

2 -1 1]

A= M5(T) = {1 2 0

a) La dimensione dell’immagine di T corrisponde al rango di A. Poiche A contiene la sottomatrice
-1 -1
2 0
di determinante 2 # 0, la matrice A ha rango 2, quindi

dim(Im(T)) =2
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b) Per determinare il nucleo di T risolviamo il sistema omogeneo associato a A

-1 - 20 —y—2=0
2 -1 1|0}:>{:cyz

12 0 [0 z+2y=0
r= -2t

z2=2(—2t) —t = -5t
Quindi N(T')) & generato dal vettore (—2,1, —5)3, espresso pero rispetto alla base B. Rispetto
alla base canonica tale vettore corrisponde al vettore

72"01+1"U275"l)3: (71,71772)
Infine
N(T)=((-1,-1,-2))

Poiche il nucleo ha dimensione uno per determinarne una base ortonormale ¢ sufficiente pren-
dere come generatore un vettore di norma 1:

1 1 2
Base ortonormale di N(T') = { (, — =
V6 V6 V6

(2) Con il secondo metodo ricaviamo invece la matrice associata a T rispetto alle basi canoniche di R® e
R?, calcolando le immagini di e1, es, e3. Poiche conosciamo gia T'(e;) = (—1,2) e T'(e2) = (—1,0),
dobbiamo solo ricavare T'(e3). Sfruttando la linearita di 7" otteniamo:

7(0,0,1) =T7(1,-2,1) —T(1,0,0) + 27(0,1,0)
= (2a 1) - (_152) + 2(_150) = (L _1)
Quindi la matrice B associata a T rispetto alle basi canoniche &

o1 -1 1] _ -1 -1 1
2 0 -1 Ir+21[0 -2 1

a) La dimensione dell’immagine di T corrisponde al rango di B, quindi
dim(Im(T)) =2

b) Per determinare il nucleo di 7T risolviamo il sistema omogeneo associato a B

" 0 T=1
—x — z =
Y =>qy=t Vte R
—2y+2=0
z =2t

Quindi
N(T)=((1,1,2))

Notiamo che in questo caso il generatore ¢ gia espresso rispetto alla base canonica, ¢ quindi
sufficiente prendere come generatore un vettore di norma 1:

1 1 2
Base ortonormale di N(T') = { <, —, —=
V6 V6 V6
O

Esercizio 11.8 (11.1). [Esercizio 15) cap. 9 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti,
Scapellato] Calcolare una base ortonormale di R? formata da autovettori per le matrici

1 2 0 1 3 0
A=12 1 0 B=1|3 -2 -1
0 0 -1 0 -1 1

SOLUZIONE:

Cominciamo a determinare gli autovalori della matrice A calcolandone il polinomio caratteristico, ovvero
il determinante della matrice
1-A 2 0
A— M= 2 1-X 0
0 0 —1-A
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Quindi

(T=XN1=A)(=1=X)=2-2(=1=X) = (=1 =N)[1 =1 =X —4]
= (=1 =N\ —2X-3)

pa(N)

Gli autovalori di A sono i valori di A per cui pa(A) = 0, quindi

A1 =—1 (doppio), A2 =3
Possiamo ora trovare gli autovettori:
e )\ = —1. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo associato a A + I:
2 2 0] 0 T =t
2 20 | 0= 2x42y=0 =><y=t Vs,te R = E(-1)={((-1,1,0), (0,0,1))
000 ] O s =3

Poiche dalla teoria sappiamo che le matrici simmetriche sono diagonalizzabili, ci aspettavamo che

I’autovalore A = —1 avesse molteplicita geometrica 2.
e )\ = 3. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo associato a A — 31:

2 2 0 |0 o9y — 0 v =t

2 -2 0 | 0= Y ={y=t WeR = E(3)=/{(11,0)
_ -4z =0

0 0 —4 | 0 =0

Siano
U1 = (_17 170)a U2 = (0707 ]-)a U3 = (]—7 170)

i tre autovettori linearmente indipendenti determinati. Essendo A una matrice simmetrica sappiamo dalla
teoria che i suoi autovettori relativi ad autovalori distinti sono ortogonali tra loro. Inoltre, in questo caso,

anche i due autovettori relativi allo stesso autovalore A = —1 risultano ortogonali: (v1,v2) = 0. Per
determinare la base ortonormale richiesta ¢ quindi sufficiente normalizzare i tre vettori vy, v € v3:

(%1} < 1 1 )

1= 7 10\ 7= = 0
v V2T V2
v
Ug = ”—2“ =(0,0,1) = la base cercata & B = {uy, ua, us}
U2

U — VU3 _< 1 1 O)
S3— 7. n — \ T = T =
[[vs]l 2" V2

Ripetiamo ora 1’esercizio con la matrice B. Cominciamo a determinare gli autovalori della matrice B
calcolandone il polinomio caratteristico, ovvero il determinante della matrice

1-A 3 0
B -\ = 3 -2-X -1
0 -1 1-A

pe(A) =1 =N[(=2=N)1 =X =1]=3-31-2) =1 =N[(-=2=A)(1 =) -1 9]
=1-NA\+A1-12)
Gli autovalori di B sono i valori di A per cui pg(A) = 0, quindi
A =1, Ao =3, A3 =—4

Possiamo ora trovare gli autovettori:
e )\ = 1. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo asociato a B — I:

03 0 |0 3y =0 v=t
3 -3 -1 | 0]=143r-3y—2=0 =<y=0 Vie R
0 -1 0 | 0 —y=0 3t

= E(1) =((1,0,3))
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e )\ = 3. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo asociato a B — 3I:

-2 3 0 | O -2 3 0 | O
—2z+3y=0
3 -5 -1 | ol =207+31[0 -1 —2 | 0{ Tty
0 -1 -2 | 0 0 -1 -2 | o] l7y—22=0
T =—-3t
={y=-2t VteR = E@B)=((-3-21))
z=1
e )\ = —4. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo associato a B + 41:
5 3 0 | 0 5 3 0 | 0
50 +3y=0
3 2 -1 | 0| =>5II+-3I{0 1 -5 | O{Hy
0 -1 5 | 0 0 -1 5 | o] ly=92=0
T =3t
=y =>5t vte R = E(—4) =((-3,5,1))
z =

Siano
U1 = (17 073)7 V2 = (_37 _2a 1)7 U3 = (_Sa 5) 1)
i tre autovettori linearmente indipendenti determinati. Essendo B una matrice simmetrica sappiamo dalla

teoria che i suoi autovettori relativi ad autovalori distinti sono ortogonali tra loro. Per determinare la base
ortonormale richiesta si tratta quindi di normalizzare i tre vettori vy, v € vs:

W — ’Ul _( 1 O 3 )
el T \vIoT T VIO
(%] 3 2 1 <
gy = o — (_ =, ———= \/ﬂ) = la base cercata ¢ B = {u1, ug, us}

u_03_<_3 5 1)
57 o]l V35" V35 V35
O

Esercizio 11.9 (11.2). Per ognuna delle sequenti matrici simmetriche A si determini una matrice ortog-
onale P per la quale PT AP sia diagonale

1
1 2
A{g _2} A=10 1 -1

1
SOLUZIONE:

Poiche entrambe le matrici A sono simmetriche, sappiamo dalla teoria che sono sicuramente diagonatiz-
zabili. Si tratta di

(1) Determinare gli autovettori di A,
(2) Determinare una base ortonormale a partire dagli autovettori (linearmente indipendenti) di A,
(3) Scrivere la matrice P che ha per colonne gli elementi della base trovata.

La matrice P cosi determinata ¢ diagonalizzante e ortogonale.

Consideriamo prima la matrice

1 2
=l 2
=X+ )X—6 = autovalori: \y =2, Ay = —3

(1) pa(N)
e )\ = 2. Consideriamo A — 21:

2 -4 10 Y=
e )\ = —3. Consideriamo A + 3I:

[_1 ’ O}j{x:tzt VieR = EQ2)=((21))

42 |0 =t
{2 T 0}:s{y:_2t VteR = B(-3)=((1,-2))
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(2) Dalla teoria sappiamo gia che autovettori relativi a autovalori distini sono ortogonali. E’ quindi
sufficiente normalizzare gli autovettori linearmente indipendenti trovati:

= (2, 1)7 Vo = (1, —2) =

(3) Infine
2 1

r- |

NG NG

Consideriamo ora la matrice

1 0 1
A=10 1 -1

1 -1 2

(1) pa(X) = (1 —=X)(A\2 —3)\) = autovalori: A\ =1, A\ =3, A3=0
e A =1. Consideriamo A — I:

00 1 | 0 =t
0 0 -1 | 0| =>qy=t Vte R = E(1)=((1,1,0))
1 -1 1 | 0 =0

e )\ = 3. Consideriamo A — 31I:

-2 0 1 | o0 -2 0 1 0 r=—t
0 -2 -1 | 0| = 0 -2 -1 | 0 =>qy=t Vi e R
1 -1 -1 | 0 20IT+71( 0 -2 -1 0 T
= E@3)=((-1,1,-2))
e )\ = 0. Consideriamo A — 0I:
1 0 1 ] 0 1 0 1 ] 0 r=—t
0o 1 -1 | 0 = 0 1 -1 ] 0]=<y=t Vie R
1 -1 2 | 0 r—-rjo -1 1 1| 0 o

= E0)=((-1,1,1))

(2) Dalla teoria sappiamo gia che autovettori relativi a autovalori distini sono ortogonali. E’ quindi
sufficiente normalizzare gli autovettori linearmente indipendenti trovati:

(% 1 1
V] = (1,170) U] = — = (7 —, O>
ol ~ \V2" V2
Vo 1 1 2 )
vy = (—1,1,-2 = wp = 2 =
2= ) 27 Yool ( RV ARY
v3 1 1 1>
V3 = 71,1,1 Us = =\-—, —, —
3=(LLY) == (-7 % 7
(3) Infine
1 1 1
V2 V6 V3
p—|X L L
0 -% &

Esercizio 11.10 (11.3). Sia T endomorfismo di R*® con matrice associata
4 0 O
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rispetto alla base canonica.

a) Stabilire se l'endomorfismo T ¢ diagonalizzabile.
b) Trovare basi ortonormali degli autospazi di T (rispetto al prodotto scalare canonico di R3).

¢) Trovare una base ortonormale di R® formata da autovettori di T.

SOLUZIONE:

a) L’endomorfismo T é sicuramente diagonalizzabile percheé & simmetrico.
b) Calcoliamo gli autovalori di T

pad) = (A =M= =1 = (4= X1)*(6-))
Quindi gli autovalori sono:
A1 =4 doppio
Ao =06

Calcoliamo ora gli autospazi.
Risolviamo il sistema omogeneo associato a A — 41:

00 0 | O 00 0 | 0
0 1 -1 1| of= 01 -1 | 0f]=>9y—2z2=
0 -1 1 | 0 IIr+1r{0 o 0 | 0O
T =t
=< y=s5 = FE4)=((1,0,0), (0,1,1))
z S

Notiamo che, anche senza avere osservato che T' ¢ simmetrico, a questo punto possiamo conclud-
ere che T e diagonalizzabile in quanto la molteplicita geometrica del suo unico autovalore doppio
e 2.
Inoltre i due vettori presi come generatori sono tra loro ortogonali, & percio sufficiente normal-
izzarli per ottenere una base ortonormale di E(4):

B(E(4)) ={ (1,0,0), (0\}§\2> }

Risolviamo ora il sistema omogeneo associato a A — 61:

2 0 0 |0 —2 0 0 | 0 o0
0 -1 -1 | o] = 011|0:»{
0 -1 -1 | o] mr—1r{o o 0 | 0 —y—z=0
=0
= yzft = E<6):<(Oa_171)>
z2=1

Una base ortonormale di E(6) é:

o { (o))

s={ o0, (0755). (075 )

¢ una base ortonormale di R? formata da autovettori di 7.

c¢) L’insieme

Esercizio 11.11 (11.5). Sia A la matrice reale

6 0 -2
A=10 5 0
-2 0 9

Trovare una base ortonormale di R® costituita da autovettori di A.
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SOLUZIONE:

Calcoliamo il polinomio caratteristico di A
paN)=(6-=NB-NO0—-X)—2-2(5-X)=(5-N)(\? — 15\ +54 —4)
=—(A=5)%(A—=10)
Di conseguenza gli autovalori di A sono
A =10, A =5 (doppio)

Calcoliamo i due autospazi.
E(10). Risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 101:

-4 0 =210 1/21 -2 0 -1 10 r=t
0 -5 0 | 0= 0 -58 0 | 0]=<y=0 VteR
-2 0 -1 1] 0 IIr—1/2r| o 0 0 | O T
= E(10)=((1,0,-2))
E(5). Risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 51:
1 0 -2 ] 0 1 0 -2 | 0 r =2t
0 0 0 | 0= 00 0 | 0]=<ky=s VsteR
-2 0 4 | O IIr+2r|10 0 0 | O s =t
= E(5)=((2,0,1), (0,1,0))

Una base di R? formata da autovettori di T & data dall’insieme
{ (1707 _2)a (2a07 1)7 (Oa 1»0) } .

Notiamo che tali vettori sono gia tra loro ortogonali, & quindi sufficiente normalizarli. Una base ortonormale
¢ quindi data dall’insieme

(o). Gon)- wom )

Esercizio 11.12 (11.9). Si consideri il sequente endomorfismo di R?

con a e b parametri reals.

a) Si discuta la diagonalizzabilita di T al variare di a e b in R.
b) Posto a =b =0 si determini una base ortonormale di R® formata da autovettori di T.

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice A = M (T') associata a T rispetto alla base canonica:

a 0 O
A=1|b 1 1
0 1 1

Il polinomio caratteristico di A & Pa()\) = (a — A\)(A? — 2)), quindi gli autovalori di A sono A = a, 0, 2.

a) Se a # 0,2, T ha tre autovalori singoli, quindi & sicuramente diagonalizzabile.
Se a = 0, I'autovalore A = 0 & doppio, quindi per stabilire se T ¢ diagonalizzabile dobbiamo
calcolare la dimensione dell’autospazio E(0):

000 1] 0 00010
EO)=NA): [b 1 1 | 0|=II-1II|b 0 0 | 0
01 1] 0 01110

Dobbiamo distinguere due casi
— Se a =0 e b =0 l'autospazio F(0) ha dimensione 2, quindi T ¢ diagonalizzabile.
— Se a =0 e b # 0 autospazio F(0) ha dimensione 1, quindi 7" non & diagonalizzabile.
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Analogamente se a = 2, 'autovalore A = 2 & doppio, quindi per stabilire se T' & diagonalizzabile
dobbiamo calcolare la dimensione dell’autospazio E(2):

00 0 | O
EQ)=NA-20): [b -1 1 | 0
0 1 -1 ] o0

Dobbiamo quindi distinguere due casi
— Se a =2 e b= 0 l'autospazio F(2) ha dimensione 2, quindi 7" ¢ diagonalizzabile.
— Se a =2 e b # 0 lautospazio F(2) ha dimensione 1, quindi T non & diagonalizzabile.
Infine T e daigonalizzabile se a # 0,2 per ogni valore di b, oppurese a=0o0a=2eb=0.
b) Per a = b = 0 abbiamo gia in sostanza calcolato 1’autospazio

E(0)={((0,1,-1), (1,0,0))

Notiamo che i due generatori trovati sono gia tra loro ortogonali, quindi si trattera solamente di
renderli di norma 1.
Analogamente per a = b = 0 otteniamo:

2 0 0 | 0 Cor— 0
E@)=NA-20): |0 -1 1 | 0 ;»{ = E@2)={((0,1,1))
0

Infine la base ortonormale cercata ¢

o005} 000 (0. )

Esercizio 11.13 (11.13). Sia T l’endomorfismo di R® cosi definito:
T(z1,22,23) = (221, 222 + V3z3, V322)

a) Stabilire se T ¢ invertibile.
b) Mostrare che T é un endomorfismo simmetrico.
¢) Trovare una base ortonormale di R?® che diagonalizza T.

SOLUZIONE:

La matrice associata a T rispetto alla base canonica eé:

2 0 0
A=10 2 3
0 V3 0
a) T & invertibile se ¢ invertibile la matrice A, cio¢ se A ha determinante non nullo:

2 0 0
det(A) =det [0 2 V3| =2-(=3)=—-6#0
0 V3 0

b) La matrice associata a T rispetto alla base canonica (che ¢ ortonormale) ¢ simmetrica: AT = A,
quindi 7" & un endomorfismo simmetrico.
c¢) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

2-XA 0 0
paN)=det| 0 2—-X V3 =2-XN)-[2-N(=N)—-3=2-NA\—-21x-3)
0 V3 =

quindi gli autovalori di A sono A =2, —1, 3.
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Calcoliamo ora gli autospazi.

0 0 0 T =
E(2)=N(A-2I): 0 0 V3 :{ﬁzo_ =<¢y=0
0 V3 -2 Jy—22=0 JS
= E(2) =((1,0,0))
30 0 30 0
E(-1)=N(A+1) 0 3 V3| = 0 3 V3=
0 V3 1 VBIIT-II[0 0 0
3z =0 v=0
-
= dy=t = E(-1)=(0,1,—V3
{3y+\/§z:0 yi S (=1) = (( )
Z—*ﬁ—*
-1 0 0 30 0
E(3)=N(A-3I): 0 -1 V3| = 0 -1 V3| =
0 V3 -3 IIT++3II|0 0 0
3z =0 e
Tr =
=<y=+3t = E(3)={(0,3,1
{_y+¢§z:0 Yy ;f (3)=(( )
z =

Essendo tre autospazi distinti i tre autovalori generatori trovati sono tra loro ortogonali. Per
ottenere la base ortonormale cercata basta quindi prendere i generatori di norma 1:

B(R3) = {(1,070), (0; —f) (0\2g ;)}



