CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA.

FOGLIO DI ESERCIZI 6- GEOMETRIA E ALGEBRA LINEARE 2010/11

Esercizio 6.1 (6.3). Calcolare il rango della sequente matrice A, utilizzando il calcolo del determinante.

1 k+2 0
A= k-1 0 4—-k keR
1 2k -3 0

SOLUZIONE:

Per calcolare il rango di A utilizziamo la seguente proprieta.

Il rango di una matrice A corrisponde al massimo ordine di una sottomatrice quadrata di A con detem-
inante non nullo.

Cominciamo quindi a calcolare il determinante di A per stabilire quando rg(A) = 3.
Sviluppiamo rispetto alla terza colonna:

det(A)=—(4—k)-2k—-3—(k+2)]=(k—4)(k-5)
Quindi det(A) =0se k=40 k =5.
Di conseguenza:

e Se k # 4, 5, la matrice ha determinante non nullo, quindi rg(A) = 3.
e Se k = 4 la matrice A diventa:

1 6 0
5 0 0
1 50

A:

[t

Sappiamo gia che rg(A) < 2. Per stabilire se ha rango 2 basta trovare una sottomatrice 2 x 2 con
determinante non nullo. In effetti in A troviamo per esempio la sottomatrice:

B:[115 g} det(B) = —15-6 £ 0

quindi rg(4) = 2.
e Se k =5 la matrice A diventa:

1 70
A=124 0 1
1 70

Sappiamo gia che rg(A) < 2. Per stabilire se ha rango 2 basta trovare una sottomatrice 2 x 2 con
determinante non nullo. In effetti in A troviamo per esempio la sottomatrice:

C = B (1)] det(C) =T #0

quindi rg(4) = 2.

Esercizio 6.2 (6.5). Dopo avere stabilito se le sequenti matrici sono invertibili calcolarne linversa:

1 2 30 11
=l 2 =y 4 =y

1 —4 2 2 0 0 1 -1 3
Aj=10 2 -1 As=10 1 0 Ag= |1 1 2

0 0 5 0 0 3 2 0 7

SOLUZIONE:
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Poiche det(A4;)

e Poicheé det(A5)

Quindi

= —1—4 = —5 la matrice A; ¢ invertibile. Inoltre
dhy =~ (=) = -1 D
[ -1 1+22 ——) 5 5
a/12 ( )2+1 = A;l _
ay = (1772 = -2 2
dhy = (~1)*?1 =1 ’

dhy = (-1 =1 1
o= (-1)*20=0 3
CLIIQ ( )2+1 = A2_1 —
ay = (=1)*710=0 0
dhy = (—1)2+23 = 3

dhy = (~1)'*13 =3
iy = (~1)1+22 = =2
dhy = (<1711 = -1
dhy = (~17*1 =1

2

aj; = (1)1 det [0

ayy = (—1)12 = det [g _5 =0
dhy = (—1)131 = det [8 (2) —0
ayy = (—1)21 det [_04 ;] =20
ahy = (—1)212 = det (1) ﬂ =5
ahyy = (—1)%F3 = det é _04] =0
ay = (=1)>T1 det [_ 2 1 =0
2 -1
dhy = (—1)3+2 = det (1) _21 ~1
alhs = (—1)3F3 = det (1) _24 =2

aly =0
—6

/ p—
a3y =0

o
Qoo =

Poiche det(A44) = 10 # 0, la matrice A4 & invertibile. Inoltre

—6 # 0, la matrice A € invertibile. Inoltre

L=

N[
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e Poiche det(Ag) = 4 # 0, la matrice Ag ¢ invertibile. Inoltre

ay, =7 aly = -3 als = —2
ay, =7 ah, =1 ayy = —2
ay; = —5 asy =1 asy =2
Quindi
7 T _5
1 1 4
I E R
-1 _1 1
2 2 2
(]
Esercizio 6.3 (6.6). Sia A la matrice reale
1 0 1
A=k 1 2
0 21

a) Calcolare il determinante di A e stabilire per quali valori di k la matrice é invertibile.
b) Trovare la matrice inversa di A per k = 1.

SOLUZIONE:
a)
det(A) =(1—4)+ 2k =2k -3
La matrice A ¢ invertibile se il suo determinante ¢ diverso da zero, ovvero se k # %

b) Calcoliamo l'inversa di A dopo avere posto k = 1, nel quale caso det(A) =2 -3 = —1.

ay; = -3 aly =—1 als =2
ay; =2 asy =1 ayy = —2
ay; = —1 asy = —1 asys =1
Quindi
3 -2 1
Al =11 -1 1
-2 2 -1

In alternativa per calcolare l'inversa di A potevamo calcolare rref(A) dopo avere affiancato a A,
con k = 1, la matrice identica:

101 | 100 101 ] 1 00
112|010 =I-Il0o1 1] -110
021 1] 001 021 1] 0 01
10 1 | 1 0 O
= 01 1 | -1 1 0f=
IIr—-2111o0 o -1 | 2 -2 1
I+I1Ir {1 0 0| 3 -2 1 3 -2 1
II+I1I171jo 1 0 | 1 -1 1|= At=11 -1 1
-IIr |0 01 | -2 2 -1 -2 2 -1
]
Esercizio 6.4 (6.7). Sia A la matrice reale
E k-1 k
A=10 2t-2 0 (k reale).

1 k-1 2-k

a) Si determini per quali valori di k la matrice A é invertibile. Si calcoli la matrice inversa di A per
k=-1.
b) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
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SOLUZIONE:

a) Una matrice quadrata ¢ invertibile se ha determinante diverso da zero, ovvero se ha rango massimo.
Calcoliamo quindi il determinante di A sviluppando rispetto alla seconda riga:

det(A) = (2k —2) - [k(2 — k) — k] = (2k — 2)(—k® + k)
Quindi det(A) =0 se
2k-2=0 = k=1
—k*+k=0=k=00k=1
Infine A ¢ invertibile se k # 0 e k # 1.

Calcoliamo 'inversa di A quando & = —1 con il metodo della riduzione:
-1 -2 -1 ] 1 0 0 —I 1 2 1| -1 0 0
0 -4 0 | 01 0f=-1/411|10 1 0 | 0 - 0=

1 -2 3 | 0 01 II714+1{0 -4 2 | 1 1

121 ] -1 0 0 [I-2I1 01 ] -1 1 o0

010 0o -1 o= 010 O —% 0

IIIT+4110 0 2 | 1 -1 1] 12110 0o 1 | 3 -5 3

3 1 3 1

I—1rrfr o 0o | -3 1 -4 -3 1 -4

= 010 o0 —% 0 = ATl =10 —% 0

1 1 1 1

001 1] 3 -3 3 : T2 2

b) Abbiamo visto che se k # 0, 1 la matrice ha determinante non nullo, quindi in questi casi rg(A4) = 3

Inoltre:
— Se k=0, A diventa

0 -1 0 IIT |1 -1 2 1 -1 2
0 -2 0|=1/2IT|0 -1 Of = 0 -1 0 = rg(4) =2
1 -1 2 I |0 -1 0 IIr—I17{0 0 0
— Se k=1, A diventa
1 0 1] 1 0 1
0 0 0| = 0 0O = rg(A)=1
1 0 1 IIT-11|0 0 0

Esercizio 6.5 (7.5). Si dica per quali valori di k il sistema di equazioni lineari:

r+y=1
kx+y+z=1-k (k parametro reale)
y+(1—-k)z=1

ammette un’unica soluzione.

SOLUZIONE:

Dal teorema di Rouche Capelli sappiamo che il sistema ammette una unica soluzione se rg(A4) = rg(A|b) = 3.
Riduciamo quindi a gradini la matrice A|b associata a tale sistema per calcolarne il rango:

11 0 | 1 11 o | 1
k1 1 | 1—k|=IT—-kI0 1—k 1 | 1-2k|=
01 1—-k | 1 0 1 1-k | 1

11 o | 1 11 0 |1
arjo 11—k | 1 |= 01 1-k | 1
II(o 1—k 1 | 1=2k| III+(k-1DII|0 0 —k2+2k | —k

Il sistema ammette un’unica soluzione se il rango della matrice dei coefficienti e della matrice completa
sono entrambi tre. Dalla matrice ridotta questo avviene per k # 0, 2.

Anche se non ¢ richiesto dall’esercizio notiamo che per k = 2 il sistema non ammette soluzione, mentre
per k = 0 ne ammette infinite.

In alternativa potevamo calcolare il rango della matrice ragionando sui determinanti:
det(A)=1—-k—-1—-k(1—k)=k?—2k
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Quindi se k # 0,2, la matrice A ha determinante non nullo, quindi rg(A) = rg(Al|b) = 3 e il sistema
ammette una unica soluzione.

O
Esercizio 6.6 (7.13). Si consideri il sistema lineare

(I1+k)zxz=0
ky+z+w=2
r+kz+2w==k
r+kw=0

(k parametro reale)

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette una unica soluzione.
b) Si determinino tutte le soluzioni del sistema per k = 0.

SOLUZIONE:

La matrice associata a al sistema ¢

14k 000 | 0
o k11| o2
Ab=1"17 0k 2| &
1 00k |0

a) Il sistema ammette una unica soluzione se rg(A) = rg(A|b) = 4. Utilizzando il determinante,
ricordiamo che il rango di una matrice corrisponde al massimo ordine di una sua sottomatrice
quadrata con determinante diverso da zero. Quindi rg(A) = rg(A|b) = 4 se e solo se det(A) # 0.

k11
det(A) = (14+k)-det [0 k 2| =(1+k)E®
0 0 k

Quindi il sistema ammette una unica soluzione quando k # 0, —1.
b) Torniamo al sistema nel caso k = 0 (senza la necessita di ridurre la matrice associata):

=9 =
Zhw = y Vi e R
4+ 2w =0 =2

]

Esercizio 6.7 (7.19). Si consideri lo spazio vettoriale N(A) dato dalle soluzioni del sistema omogeneo
Az =0 con

8k+1 k+4 0 E+8

| 2k 0 1 2k 42
A= 0 0 k4 0 k parametro reale.
k 0 k+2 k+3

a) Si stabilisca per quali valori di k lo spazio N(A) é nullo: N(A) = {(0,0,0,0)}.
b) Per i valori di k esclusi al punto precedente si determini una base di N(A).

SOLUZIONE:

a) N(A) e dato dalle soluzioni del sistema omogeneo Az = 0. Un sistema omogeneo ammette sempre
la soluzione nulla; in particolare, per Rouche-Capelli, ammette la sola soluzione nulla se rg(A) &
massimo. Nel nostro caso quindi N(A) = {(0,0,0,0)} se rg(A) = 4. Determiniamo il rango di A
calcolandone il deteminante:

2% 1 2k+2
det(A) = —(k+4)-det [0 k+4 0 | =—(k+4)%[2k(k+3) — k(2k +2)] = —4k(k + 4)
k k+2 k+3

Infine rg(A) = 4 se det(A) # 0, cioé N(A) = {(0,0,0,0)} se k # 0, —4.
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b) Se k =0 la matrice A diventa

1 4 0 8 rz+4y+8w =20 x = —4t
00 1 2 z4+2w=0 y=t
00 4 ol NA 9, .=
0023 22+ 3w =0 w=0
= N(A) ={(-4,1,0,0)t |Vt € R}.
Se k =0 quindi B(N(A4)) ={(—4,1,0,0)} e dim(N(A)) = 1.
Se k = —4 la matrice A diventa
-31 0 0 4 -31 0 0 4 =31 0 O 4
-8 0 1 -6 j31[1’—81’ 0 0 31 -218 N 0 0 31 -218
0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O 0
-4 0 -2 -1 21V —II| 0O 0 =5 4 311V +5I1| 0O 0 0 —966
rz=0
—3lz+4w =0 _y
N(A): {31z -218w=0 = y:O = N(A) = {(0,1,0,0)t | ¥t € R}.
w =0 =
w=20

Se k = —4 quindi B(N(A)) = {(0,1,0,0)} e dim(N(A4)) = 1.
O

Esercizio 6.8 (7.24). Determinare per quali valori del parametro reale k i sequenti vettori formano una
base di R®.

v = (1,2,-2), ve = (1,1, -3), vy = (3,7,k—6)

SOLUZIONE:
Sappiamo che tre vettori di R® formano una base di R® se e solo se sono linearmente indipendenti, ovvero
se la matrice associata ai tre vettori ha rango 3. Riduciamo quindi a gradini la matrice associata:

1 1 3 1 1 3 1 1 3

2 1 7 = IIT-2I [0 -1 1 = 0 -1 1

-2 -3 k-6 IIT+1110 -2 k+1 II7r-21110 0 k-1
Ragionando sui ranghi:

e Se k # 1 la matrice ha 3 pivot, quindi ha rango 3 e vy, v2 e v3 formano una base di R3.
e Se k = 1 la matrice ha 2 pivot, quindi ha rango 2 e vy, vs e v3 non formano una base di R>.

In alternativa potevamo calcolare il rango utilizzando il determinante:
det(A)=(k—6+21)— (2k—12+14)+3(-6+2) = —-k+1
v1, U2 e vz formano una base di R? se la matrice associata ha rango 3, ovvero se ha determinante non
nullo, cioe k # 1.
O

Esercizio 6.9 (7.41). Si consideri l’insieme
S={(k+1,k+1,0,2k), (0,2k,0,0), (1,3k,0,1), (1,5k,1,k) }.

a) Si stabilisca per quali valori di k Uinsieme S é una base di R
b) Posto k = —1 si trovino le coordinate del vettore v = (1,1,0,1) rispetto alla base trovata.

SOLUZIONE:

a) Calcoliamo il determinante della matrice associata ai quattro vettori

k41 0 1 1 -
det [FH1 28 3k Sk o el 0 0 1
O 0 0 1 D

2k 0o 1 &k

E+1 1

:2k-(—1)-det{ ok 1

] = —2k(—k+1)
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Se k # 0,1 la matrice ha determinante diverso da zero, quindi rango 4 e i vettori formano una base
di R

b) Riduciamo a gradini la matrice associata all’equazione xvi + yvs + zv3 + wvy = v dove vy, v, V3, V4
sono i vettori della base dopo avere posto k = —1:

[0 0 1 1 |1 v i1-2 0 1 -1 ] 1
0o -2 -3 —5|1:> 0o -2 -3 —5|1:>
0 0 0 1 ] 0 1 0 0 1 1 ] 1
-2 0 1 -1 ] 1 1|0 0 0 1 ] 0
2r+z—w=1 z=0
—2y — 3z — = = —

Y z—bw=1 - Y 2
z+w=1 z=1
w =20 w=20

Infine le coordinate di v rispetto alla base trovata sono
v=(0,-2,1,0)¢



