CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA EDILE/ARCHITETTURA

APPELLO DEL 25/06/2009, FILA A — GEOMETRIA —

Esercizio 1. Sia r la retta nello spazio passante per i punti A = (2,3,1) e B =(—1,0,0). Sia s la retta
contenente il punto C = (—4,—3,—1) e parallela al vettore geometrico O—D>, con D = (-3,-2k).
a) Stabilire per quali valori di k le due rette sono incidenti. Se sono incidenti, trovare le coordinate
del punto di intersezione.
b) Per quali k le rette sono parallele?
SOLUZIONE:

a) Le rette r e s hanno rispettivamente equazione parametrica:

r=-143t r=—4-3s
r: sy=3t vteR s: sy=-3-2s VseR
z=1 z=—1+ks
Per trovare gli eventuali valori di k per cui r e s sono incidenti risolviamo il sistema
—1+3t=-4-3s 3t+3s=-3 s=0
3t =-3-2s =3t +2s=-3 =t=-1
t=—-1+ks t—ks=-1 t—ks=-1
Sostutuendo i valori s = 0 e t = —1 nella terza equazione otteniamo un’identita, quindi le due rette

sono incidenti nel punto P(—4,—3, —1) per ogni valore di k.
b) Per quanto trovato al punto precedente le due rette sono sempre incidenti, quindi per ogni valore
di k£ non sono parallele.

|
Esercizio 2. Sia S il sottoinsieme di R*
S = {:EER4 | 221 + 22 — 324 =0, 22 =0, x1+x2+x3:0}.
a) S ¢ un sottospazio vettoriale di R*?
b) Se la risposta ad a) ¢ affermativa, determinare una base di S.
SOLUZIONE:
a) Poiché I'equazione x2 = 0 & equivalente all’equazione x, = 0, 'insieme S pud essere riscritto come
S = {x€R4 | 221 + 29 — 324 =0, x4 =0, x1+x2+x320}.

Si tratta quindi di un sottospazio vettoriale di R* in quanto insieme delle soluzioni di un sistema
lineare omogeneo.
b) Consideriamo la matrice associata al sistema:

210 =3 | 0 2 1.0 =3 ] 0 211 + x5 — 34 =0
0 00 1 | Ol=2[II-T|01 2 3 | Of=><Ka29+223+324=0
111 0 |0 II 000 1 |0 P

.’Elzt

= —2t

=72 vVte R

r3 =

I4:O

Quindi S = ((1,—2,1,0)) e una base di S ¢ {(1,-2,1,0)}.

Esercizio 3. Si considerino i sequenti vettori di R*:
vy =(3,2,-3,k), voa =(2,1,—-1,0), vs = (1,0,1,0).
a) Determinare per quali valori del parametro reale k i vettori vi,ve,vs sono linearmente dipendenti.

b) Per i valori di k determinati in a), esprimere uno o pit vettori come combinazione lineare dei
rimanenti.
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SOLUZIONE:

Per rispondere ad entrambe le domande e per semplificare i conti impostiamo ’equazione zvs+yve+2zv; =
0, a cui ¢ associata la matrice

1 2 3 |0 1 2 3 |0 123 ] 0
01 2 | 0 01 2 | o0 01 2] 0
1 -1 -3 | ol 7mr—1lo =3 =6 | ol 1v |00 k| O
0 0 &k | O 0 0 Kk | 0 III+311[0 0 0 | 0

a) Il rango della matrice associata ai tre vettori & 3 se e solo se k # 0, quindi i tre vettori sono
linearmente dipendenti se k = 0.
b) Posto k = 0, risolviamo il sistema associato all’equazione xvs + yvg + zv1 = 0:

=1
2y+32=0
Ty oz ={y=-2 WeR
y+22=0 ’
z =

Di conseguenza tvs — 2tvs + tv; = 0 per ogni valore di ¢, ovvero:

1 1
v = 2v9 — 3, vz = 51 + 503 v3 = —v1 + 202

Esercizio 4. Sia S 'endomorfismo di R® cos definito:
T(x1,22,23) = (321 + 2 + ka3, 21 + 229 + 223,221 + ko + 23).

a) Stabilire per quali valori di k la funzione T ¢ iniettiva e/o suriettiva.
b) Determinare basi del nucleo e dell’immagine di T al variare del parametro reale k.
c) Stabilire per quali k il vettore v = (1,0,—1) appartiene all’immagine di T

SOLUZIONE:

La matrice associata a T rispetto alla base canonica e la matrice

3 1 k
A=11 2
2 k

N

Per rispondere a tutte le domande, riduciamo a gradini la matrice associata all’equazione Az = v?:

31 k| 1 31 o1
Av=11 2 2 | o|=31I-1T |0 5 6-k | —-1|=
2 k1 | —1| rmr-2rl|o k-4 -3 | -1

31 k |1
05 6—k -1
SIII—(k—4)II |0 0 k2—10k+9 | k—9

Notiamo che k? — 10k +9=0se k=10 k =0.

a) Consideriamo la matrice A dei coefficienti: rg(A) =3 se k #1,9erg(A) =2sek=10k=09. Di
conseguenza T ¢ sia suriettiva che iniettiva per k # 1,9, mentre non ¢ ne iniettiva neé suriettiva per
k=1lok=9.

b) Per k=10 k =9, T & biicttiva, quindi ker(T) = {0} e Im(T") = R?, e possiamo prendere come
base di Im(T") una qualsiasi base di R*. In particolare, essendo T'(e1),T(e2) e T(e3) linearmente
indipendenti possiamo prendere

B(Im(T)) ={(3,1,2), (1,2,k), (k,2,1)}
Se k=10 k=9 una base di Im(T") & formata da T'(e1) e T(ez2), quindi

{(3,1,2), (1,2,1)}  sek=1
B(Im(T)) = {(3,1,2), (1,2,9)} sek=09
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Per trovare il nucleo di T' per k = 1 o k = 9 dobbiamo risolvere il sistema omogeneo associato a A:

rz=0
3 =0
Sek—1 J2rtUE2 ~dy=t VieR = B(ker(T))={(0,1,~1)}
5y +52=0
z=—1
= —16¢
3 92=0 5
Sek—g: TV ={y=3 WeR = Blkex(T))={(~16,3,5)}
5y — 32 =0 )
2 =

c) Per rispondere all’'ultima domanda consideriamo la matrice Alv: v appartiene a Im(T') se rg(A) =
rg(Alv) ovvero se k # 1 (Notiamo che se k # 1,9, rg(4) = rg(Ajv) = 3, ese k = 9, rg(4) =
rg(Afv) = 2).

]
Esercizio 5. Sia w il piano dello spazio di equazione cartesiana

™ x—y+z+1=0.

a) Si calcoli la matrice della proiezione sul piano w dal centro di proiezione C = (1,1,1).
b) Si calcoli il punto improprio Py della rettar : x—y =z =0 e la proiezione di Py sul piano
(dal centro C'). Cosa si puo dire della posizione reciproca di v e w¥¢

SOLUZIONE:

a) Il piano di vista ha coordinate omogenee N(1,—1,1,1) e C' ha coordinate omogenee C(1,1,1,1),

quindi
1 1111

NiC = _11 111 = _11 _11 _11 _11 e N-C=1-141+41=2
1 1111

Quindi la matrice della proiezione e

-1 1 1 1
-1 -3 -1 -1
1 1 -1 1
1 1 1 -1

M = N'C -2I, =

b) La retta r ha equazione cartesiana

=1
y=t VteR
z=0
quindi il suo punto improprio & P, = (1,1,0,0) che viene proiettato nel punto

-1 1 1 1
-1 -3 -1 -1
1 1 -1 1
1 1 1 -1

= P/ = (_27_23030) = (1717070)

P =Po-M=[1 10 0] =[-2 -2 0 0

Notiamo che P, & trasformato in se stesso, infatti r e 7 sono tra loro ortogonali.

Esercizio 6. Sia T Uapplicazione lineare da R® a R® tale che
T(1,1,1)=(1,1,1), T(1,0,0)=(2,0,1), T(1,1,0) = (1,-1,0).

a) Determinare una base ortonormale del nucleo di T.
b) Trovare una base dell’immagine di T.
¢) Dire se l’endomorfismo T ¢ diagonalizzabile.
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SOLUZIONE:

Determiniamo le immagini attraverso T degli elementi della base canonica:

T(e1) =(2,0,1)
T(GQ) = T(]-v 170) - T(].,0,0) = (1’ 7170) - (2707 1) = (71’ 717 *1)
T(e3) =T7(1,1,,1)—T(1,1,0) = (1,1,1) = (1,-1,0) = (0,2, 1)

Di coonseguenza la matrice associata a T rispetto alla base canonica e

2 -1 0
A=MT)= [0 -1 2
1 -1 1
a) Risolviamo il sistema omogeneo associato ad A:
2 -1 0 2 -1 0 2 -1 0
0 -1 2= 0 -1 2= 0 -1 2
1 -1 1 2[II1T—-110 -1 2 II1-1110 0 0
r=t
= y=2t YteR = ker(T)={((1,2,1))
z=1

Pioché il nucleo ¢ generato da un solo elemento per trovare una base ortonormale basta prendere

un generatore di norma 1: B(ker(T)) = { <\}67 \/léa \}6) }

b) Una base dellimmagine ¢ B(Im(7T")) = {(2,0,1), (-1,-1,-1)}
¢) Calcoliamo il polinomio caratteristico associato ad A:

paN) =2\ +1)—2=-2A -2\ +1)
Quindi T ha come autovalori A = 1, doppio, e A = 0. Per stabilire se T" & diagonalizzabile basta
deterimanre la dimensione di F(1).

1 -1 0
dim(E(1)) =3—-rg(A—-I)=3—-rg |0 -2 2| =3-2=1
1 -1 0

Poiché la molteplicita algebrica e geometrica di A = 1 non coincidono, 7" non & diagonalizzabile.
|



