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Esercizio 1.1. Si consideri la matrice
2 6 2k + 2
A=1|3 k+11 5k+7
-1 -3 k-3
dove k & un parametro reale.

a) Si calcoli il rango di A.
b) Si stabilsca per quali valori di k il sistema Ax = b ha soluzione per ogni b € R3.

SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice A:
2 6 2k 42 1/21 1 3 k+1

3 k+11 5k+7| =11-3/2I1(0 k+2 2k+4
-1 -3 kK*-3 IIT+1/2I1'[0 0 K +k-—2

a) La matrice A ha rango 3 se k # 1, —2, ha rango 2 se k = 1 e ha rango 1 se k = —2.
b) Il sistema Ax = b ha soluzione per ogni b € R? se la matrice dei coefficienti ha rango 3 nel qual
caso 1g(A) = rg(Alb) = 3 per ogni b € R?, ovvero se k # 1, —2.
|

Esercizio 1.2. Siano r e s le rette di equazioni:

r=1+4+2t 3 9 — 9
ridy=23t vt € R, s:{x 23/—
z =
z=1

a) Si determini l'equazione cartesiana del piano m1 contenente r e s.
b) Si determini l’equazione cartesiana del piano wo perpendicolare a r e s e passante per il punto
C(0,1,1).
SOLUZIONE:

a) L’equazione parametrica di s &

xz—%—i—%t
siqy=t vt € R,
z=2

quindi r e s hanno entrambe direzione (2, 3, 0) e sono parallele, quindi complanari. Per determinare
un’altra direzione di 7y consideriamo due qualsiasi punti di r e s e la direzione da essi individuata:

2 5
A(1,0,1) €7, B (—370,2) €s => AB= (—370, 1) = (-5,0,3)

71 & quindi il piano di direzioni (2,3,0) e (—5,0,3) e passante per A:

r=1-—5t+2s
m iy =3s Vs,teR, = 3z —2y+52=38
z=14+3t

b) 7o ha direzione ortogonale a (2, 3,0) quindi equazione del tipo 2z + 3y = d. Imponendo il passaggio
per C otteniamo

my: 2043y =3
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Esercizio 1.3. Sia V = (A, B, C) il sottospazio di Mayo(R) dove
2 0 2 1 2 3
e |
a) Si determini la dimensione e una base di V.

b) Si esprima D = [g 2] come combinazione lineare della base trovata al punto a).

SOLUZIONE:

a) Per determinare la dimensione di V' cominciamo a verificare se A, B e C sono linearmente indipen-
denti risolvendo il sistema A + yB + zC' = 0:

2 0 2 1 2 3] 2x + 2y + 2z Y+ 3z [0 o
“"”L 2]“’{3 4}”[? 8]_0 - {x+3y+7z 2x+4y+82}__0 o}i
224+2y+22=0 2 .2 2 ] 0 1/21 1 1 1 | 0]
y+32=0 N [ U T N 013 1] 0
3y +T72=0 1 3 7 | 0 "IIT-1/2I|0 2 6 | O

9 + dy + 82 = 0 2 4 8 | 0 IV—1 |0 2 6 | 0

11110

_ 01310

IIT—2I110 0 0 | O

IV—IIT|0 0 0 | O

La matrice dei coefficienti ha rango 2, quindi il sistema x A+yB+2zC' = 0 ammette infinite soluzioni.
Di conseguenza le tre matrici A, B, C sono linearmente dipendenti e dim(V') < 3. Dai conti appena
svolti si vede inoltre che risolvendo I’equazione xA + yB = 0 otteniamo il sistema

2042y =0
y=0

z+3y=0
2r+4y =0

che ammette la sola soluzione x = y = 0, quindi le matrici A e B sono linearmente indipendenti.
Infine dim(V') = 2 e una base di V' & data dall’insieme {4, B}.

b) Dobbiamo risolvere 'equazione zA + yB = D. Procedendo come nel punto precedente otteniamo
il sistema

2042y =2
=92 =1
4 =7 ~ D=-A+2B
z+3y=5 y =2
2z +4y =6
|
Esercizio 1.4. Detto k un paramtro reale, sia
k1 10
A=10 2 0
0 k k

a) Si trovino, al variare di k, nucleo e immagine dell’endomorfismo T4 di R® associato alla matrice
A.
b) Stabilire per quali valori k € R la funzione lineare T4 & invertibile.

SOLUZIONE:

a) Riduciamo a gradini la matrice A:

k1 10
0 2 O
21T —kIT |0 0 2k
— Se k # 0 la matrice ha rango 3, quindi Im(T) = R? e ker(T") = {(0,0,0)}.
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— Se k = 0 una base dell'immagine di T' & data dall’insieme {(1,2,0), (10,0,0)}. Per trovare il
nucleo risolviamo il sistema omogeneo associato a A:

rx=1t
10z =0
{y—i— z N

y=0
20 =10
Y z=0
Quindi una base del nucleo di 7' ¢ {(1,0,0)}.
b) T & invertibile se A ha rango 3, quindi se k # 0.
O
Esercizio 1.5. Considerare le matrici

2 1 0 1 1 0 1 1 1
A=10 2 0 B=1(0 2 0 C=10 t O
0 0 1 0 0 2 0 0 2

a) Determinare gli autovalori e gli autovettori di A e di B.
b) Stabilire se A e B sono simili.
c) Esistono valori di t per cui C e B sono simili?

SOLUZIONE:
a) Il polinomio caratterestico di A &
pa(A) = (1=X1)(2-N?

Quindi gli autovalori di A sono A = 2 doppio e A = 1. Calcoliamo gli autospazi:

1 1 0 z=0
EA1)=NA-I): [0 1 0| =><y=0 = Es(1)=(0,0,1))
0 0 0 —
01 0 r=t
Ea2Q)=NA-20): |0 0 0 |=<y=0 = Es(2)=((1,0,0))
0 0 -1 2=0

Analogamente calcoliamo gli autovalori e gli autovettori di B:
pe(\) = (1= X)(2-N)?

Quindi gli autovalori di B sono A = 2 doppio e A = 1. Calcoliamo gli autospazi:

01 0 r=t
Eg(l)=NMB-1I): [0 1 0| =qy=0 = FEp(l)={((1,0,0))
0 0 1 =0
-1 1 0 r=t
Eg(2)=N(B-2I): 0 0 0| =qy=t = Ep(2)={((1,1,0), (0,0,1))
0 0 O s=g

b) A e B non sono simili poiché A non & diagonalizzabile mentre B lo é.
c¢) Studiamo gli autovalori e la diagonalizzabilita di C"
pc(A) =1 =N -A(2-2A)
Condizione necessaria perché B e C' siano simili & che abbiano gli stessi autovalori con la stessa
molteplicita, quindi deve essere t = 2. Verifichiamo se per tale valore anche C & diagonalizzabile.

-1 1 1 r=1t+s
Ec(2)=N(C-=2I): |0 0 0| =><qy=t = FEc(2)=((1,1,0), (1,0,1))
0 0 0 =3

Infine per ¢t = 2 le matrici B e C sono simili in quanto sono entrambe simili alla matrice diagonale

D

1 00
0 2 0
0 0 2
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Esercizio 1.6. Sia V il sottospazio di R® di base B = {v; = (1,2,0), vy = (2,4, —1)}.
a) Si trovi una base ortonormale di V' a partire da B.
b) Si trovi una base ortonormale del complemento ortogonale V+ di V.

SOLUZIONE:

a) Costruiamo prima una base {wy, ws} di vettori a due a due ortogonali (non necessariamente di
norma 1).

wy =v = (1,2,0)

(’UQ, wl) 10
Wy = Vg — Pry, (V2) =v9 — —% -wy = (2,4, —-1) — — (1,2,0) = (0,0, -1
2 2 p w]( 2) 2 (wlgwl) 1 ( ) 5 ( ) ( )
A questo punto per ottenere la base cercata basta prendere i vettori u; paralleli a w;, ma di norma
1:

V1 < 1 2 0
U= 57— = Ty T o
el \VB VG

Infine una base ortonormale cercata &

(EETRT

b) Il complemento ortogonale di V' & I'insieme dei vettori di R? che sono ortogonali ai vettori di V, e
quindi ai vettori di una base di V:

Vi={(z,y,2) R’ |z +2y=0, 22+ 4y — 2 =0}

Risolvendo il sistema otteniamo

>a ’LLQZUJQ:(O,O,*l)

xr = —2t
y=1t = Vi=((-2,1,0))
z2=0

Per trovare una base ortonormale e sufficiente prendere il generatore di norma 1:

R EETIR(E )



