
II APPELLO D'ESAME - 14/07/2005 { AA.A. 2004/05Eserizio 0.1. Siano v1 = (�1;�2; 1; 1); v2 = (2; 7; 1; 1); v3 = (0; 1; 0; k + 1); w =(0; k; k; k2 + k � 1), dove k �e un parametro reale.a) Si aloli la dimensione del sottospazio V = hv1; v2; v3i al variare di k.b) Si stabilisa per quali valori di k w 2 V .Soluzione:Per rispondere a intrambe le domande riduiamo a gradini la matrie assoiata all'equa-zione xv1 + yv2 + zv3 = w2664�1 2 0 j 0�2 7 1 j k1 1 0 j k1 1 k + 1 j k2 + k � 13775 ) II � 2IIII + IIV � III 2664�1 2 0 j 00 3 1 j k0 3 0 j k0 0 k + 1 j k2 � 13775 )
III � II 2664�1 2 0 j 00 3 1 j k0 0 �1 j 00 0 k + 1 j k2 � 13775 ) IV + (k + 1)III 2664�1 2 0 j 00 3 1 j k0 0 �1 j 00 0 0 j k2 � 13775a) Dalla matrie dei oeÆienti otteniamo he dim(V ) = rg(A) = 3 8k 2 R.b) Il vettore w appartiene a V se il sistema ammette soluzioni, ovvero se la matrieompleta e inompleta hanno lo stesso rango. Quindi w 2 V se k2 � 1 = 0, io�ek = �1. �Eserizio 0.2. Sia V � R4 os�� de�nito:V = f(x1; x2; x3; x4)jx1 + 2x2 + (k + 1)x4 = 0; x1 + x2 � 2kx3 = 0; 3x1 + 7x2 � 2x3 = 0ga) Determinare per quale valore di k il vettore v = (�4; 2; 1; 1) appartiene a V .b) Per il valore di k trovato al punto preedente determinare una base di V e estenderetale base a una base di R4.Soluzione:a) Per ome �e de�nito V , il vettore v = (�4; 2; 1; 1) appartiene a V se:8><>:�4 + 2 � 2 + (k + 1) � 1 = 0�4 + 2� 2k � 1 = 03 � (�4) + 7 � 2� 2 � 1 = 0 ) 8><>:k + 1 = 0�2� 2k = 00 = 0 ) 8><>:k = �1k = �10 = 0Quindi v 2 V se k = �1.



2 GEOMETRIA 2004-2005b) Per k = 1 lo spazio V �e lo spazio delle soluzioni del seguente sistema omogeneo:8><>:x1 + 2x2 = 0x1 + x2 + 2x3 = 03x1 + 7x2 � 2x3 = 0 ) 241 2 0 0 j 01 1 2 0 j 03 7 �2 0 j 035) II � IIII � 3I 241 2 0 0 j 00 �1 2 0 j 00 1 �2 0 j 035) III + II 241 2 0 0 j 00 �1 2 0 j 00 0 0 0 j 035) (x1 + 2x2 = 0�x2 + 2x3 = 0 ) 8>>><>>>:x1 = �4tx2 = 2tx3 = tx4 = s 8s; t 2 RQuindi B(V ) = f (�4; 2; 1; 0); (0; 0; 0; 1) gPer estendere la base trovata a una base di R4 basta osservare he la matrie26641 0 �4 00 1 2 00 0 1 00 0 0 13775ha rango 4. QuindiB(R4) = f (�4; 2; 1; 0); (0; 0; 0; 1); (1; 0; 0; 0); (0; 1; 0; 0) g �Eserizio 0.3. Siano assegnate la matriiA = �1 00 1� ; B = �2 �10 0 � ; C = �0 1k 2� ; D = �1 01 1� :a) Disutere la dipendenza/indipendenza lineare di A;B;C al variare di k.b) Esprime, quando possibile, D ome ombinazione lineare di A;B;C.Soluzione:Per rispondere alla prima domanda dobbiamo risolvere l'equazione xA + yB + zC = 0,ovvero �x+ 2y �y + zkz x + 2z � = �0 00 0�) 8>>><>>>:x+ 2y = 0�y + z = 0kz = 0x+ 2z = 0Analogamente per rispondere alla seonda domanda dobbiamo risolvere l'equazione xA+yB + zC = D, ovvero�x+ 2y �y + zkz x + 2z � = �1 01 1�) 8>>><>>>:x+ 2y = 1�y + z = 0kz = 1x+ 2z = 1



GEOMETRIA 2004-2005 3Riduiamo quindi a gradini la matrie assoiata al sistema non omogeneo:26641 2 0 j 10 �1 1 j 00 0 k j 11 0 2 j 13775) IV � I 26641 2 0 j 10 �1 1 j 00 0 k j 10 �2 2 j 03775) IV � 2II 26641 2 0 j 10 �1 1 j 00 0 k j 10 0 0 j 03775a) Se k 6= 0 il sistema omogeneo ammette solo la soluzione x = y = z = 0, quindiA;B;C sono linearmente indipendenti. Se k = 0 il sistema omogeneo ammettein�nite soluzioni e A;B;C sono linearmente dipendenti.b) Il sistema 8><>:x+ 2y = 1�y + z = 0kz = 1ammette soluzione solo se k 6= 0. In questo aso otteniamo:�1� 2k�A+ 1kB + 1kC = D �Eserizio 0.4. Si onsideri la funzione S : R3 ! R3 de�nita daS(x1; x3; x3) = (kx1 + 2x2; x2 + x3; x1 � 2x2 + x3 � k2 + 1)a) Trovare i valori di k per ui S �e lineare.b) Per i valori trovati in a) si determini una base del nuleo N(S) e una base dell'im-magine Im(S).Soluzione:a) Perh�e S sia lineare deve essere per esempio S(0) = 0. Nel nostro aso quindiS(0; 0; 0) = (0; 0;�k2 + 1) = (0; 0; 0) ) k2 + 1 = 0 ) k = �1b) Nel aso k = 1, l'appliazione S ha assoiata la matrieA = 241 2 01 0 11 �2 135) II � IIII � II 241 2 00 �2 10 �2 035) III � II 241 2 00 �2 10 0 �135Quindi N(S) = f(0; 0; 0)gB(Im(S)) = f (1; 1; 1); (2; 0;�2); (0; 1; 1) gAnalogamente se k = �1, l'appliazione S ha assoiata la matrieA = 24�1 2 01 0 11 �2 135) II + IIII � II 24�1 2 00 2 10 �2 035) III + II 24�1 2 00 2 10 0 135



4 GEOMETRIA 2004-2005Quindi N(S) = f(0; 0; 0)gB(Im(S)) = f (�1; 1; 1); (2; 0;�2); (0; 1; 1) g �Eserizio 0.5. Sia T : R3 ! R3 una funzione lineare e B = fv1; v2; v3g, dovev1 = (1; 1; 0); v2 = (1; 0; 0); v3 = (0; 1; 1):Sapendo he v1 genera il nuleo di T e he v2 e v3 sono autovettori di T relativi agliautovalori 2 e �1 rispettivamente:a) Mostrare he B una base di R3.b) Calolare la matrie assoiata a T rispetto alla base B.) Calolare la matrie assoiata a T rispetto alla base anonia.Soluzione:a) La matrie assoiata ai tre vettori �e241 1 01 0 10 0 135) II � I 241 1 00 �1 10 0 135La matrie ha rango tre, quindi i tre vettori sono linearmente indipendenti eformano una base di R3.b) Il fatto he il vettore v1 generi il nuleo di T signi�a he v1 �e autovettore relativoall'autovalore 0. Conosiamo quindi tre autovalori e tre rispettivi autovettori di T ,quindi rispetto alla base B = fv1; v2; v3g l'appliazione T ha matrieMB(T ) = 240 0 00 2 00 0 �135) Riaviamo l'azione di T sugli elementi della base anonia:T (1; 0; 0) = T (v2) = 2v2 = (2; 0; 0)T (0; 1; 0) = T (v1)� T (v2) = 0� 2v2 = (�2; 0; 0)T (0; 0; 1) = T (v3)� T (0; 1; 0) = �v3 + 2v2 = (2;�1;�1)Quindi MC(T ) = 242 �2 20 0 �10 0 �135 �Eserizio 0.6. Si onsideri la onia C di equazionex2 + 8xy + y2 � 8x + 1 = 0a) Determinare le oordinate del entro di simmetria di C.b) Trovare la rototraslazione he trasforma l'equazione di C in forma anonia.) Srivere oordinate omogenee dei punti all'in�nito di C.



GEOMETRIA 2004-2005 5Soluzione:Consiamo le matrii assoiate a C: A0 = 24 1 4 �44 1 0�4 0 1 35Notiamo he det(A0) 6= 0 e det(A) < 0 quindi si tratta di una iperbole non degenere.a) Per trovare il entro C della onia risolviamo il sistema�1 4 j �44 1 j 0 �) II � 4I �1 4 j �40 �15 j �16�) (x = � 415y = 1615 ) C �� 415 ; 1615�b) Per trovare la rotazione neessaria aloliamo gli autovettori di A.pA(�) = (1� �)2 � 16 ) �1 = 5; �2 = �3Caloliamo l'autospazio E(5):��4 4 j 04 �4 j 0�) �x + y = 0 ) (x = ty = t ) E(5) = h(1; 1)i = h� 1p2 ; 1p2�iAnalogamente aloliamo l'autospazio E(�3):�4 4 j 04 4 j 0�) x + y = 0 ) (x = �ty = t ) E(�3) = h(�1; 1)i = h�� 1p2 ; 1p2�iQuindi la matrie di rotazione erata �eR = 1p2 �1 �11 1 �) RTAR = �5 00 �3�Tale rotazione orrisponde al ambio di oordinate�xy� = RT �x0y0�) (x = 1p2(x0 � y0)y = 1p2(x0 + y0)�x0y0� = R �xy�) (x0 = 1p2(x+ y)y0 = 1p2(�x + y)Nelle nuove oordinate la onia ha entro C 0:C 0 = (x0 = 1p2 1215 = 45p2y0 = 1p2 2015 = 43p2In�ne la rototraslazione he trasforma l'equazione di C in forma anonia orri-sponde al ambio di oordinate:(x00 = x0 � 45p2 = 1p2(x+ y)� 45p2y00 = y0 � 43p2 = 1p2(�x + y)� 43p2Lo stesso risultato lo potevamo ottenere e�ettuando prima la rotazione e poiproedendo on il ompletamento del quadrato.



6 GEOMETRIA 2004-2005) Le oordinate omogenee dei punti all'in�nito di C sono:P1 = (�1; 1; 0) Q1 = (1; 1; 0) �


