
I APPELLO D'ESAME - 23/06/2005 { AA.A. 2004/05Eser
izio 1.1. Stabilire per quali valori del parametro reale k il sistema lineare8><>:kx1 + x2 + x3 = 1x1 + kx2 + x3 = kx1 + x2 + kx3 = kammette una, nessuna o in�nite soluzioniSoluzione:Ridu
iamo a gradii la matri
e asso
iata al sistema:24k 1 1 j 11 k 1 j k1 1 k k 35) IIII 241 1 k j k1 k 1 j kk 1 1 j 135)II � IIII � kI 241 1 k j k0 k � 1 1� k j 00 1� k 1� k2 j 1� k235) III + II 241 1 k j k0 k � 1 1� k j 00 0 �k2 � k + 2 j 1� k235Dobbiamo ora distinguere tre 
asi� Se k 6= 1;�2 non si annulla nessun pivot della matri
e A, quindi rg(A) = rg(Ajb) =3 e il sistema ammette una uni
a soluzione.� Se k = �2 allora rg(A) = 2 < rg(Ajb) = 3 e il sistema non ammette nessunasoluzione.� Se k = 1 allora rg(A) = 1 = rg(Ajb) e il sistema ammette in�nite soluzioni. �Eser
izio 1.2. Si 
onsiderino i vettori di R3: v1 = (1; 2; 1); v2 = (1; 1;�1); v3 =(1; 1; 3); w1 = (2; 3;�1); w2 = (1; 2; 2); w3 = (1; 1;�3).a) Si 
al
oli la dimensione dei sottospazi V = hv1; v2; v3i; W = hw1; w2; w3i.b) Si trovi una base del sottospazio intersezione V \W .Soluzione:a) Ridu
iamo a gradini le matri
i A e B asso
iate ai vettori vi e wi rispettivamente:A = 241 1 12 1 11 �1 335) II � 2IIII � I 241 1 10 �1 �10 �2 2 35) III � 2II 241 1 00 �1 �10 0 4 35B = 24 1 1 21 2 3�3 2 �135) II � IIII + 3I 241 1 20 1 10 5 535) III � 5II 241 1 20 1 10 0 035



2 GEOMETRIA 2004-2005Quindi dim(V ) = rg(A) = 3dim(W ) = rg(B) = 2b) Dai risultati del punto pre
edente osserviamo 
he V e W sono sottospazi di R3 e
he in parti
olare V ha dimensione 3, quindi V = R3. Di 
onseguenza:V \W = R3 \W = WDai 
al
oli eseguinti nel punto pre
edente, tenendo 
onto 
he nello s
rivere Babbiamo s
ambiato la naturale posizione di w1 e w3, otteniamo 
he:B(V \W ) = B(W ) = fw3; w2g: �Eser
izio 1.3. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 4 e sia B = fv1; v2; v3; v4g unasua base.a) Mostrare 
he l'insieme B0 = fv1 + v2; v2 + v3; v3 + v4; v4g �e una sua base di V .b) Cal
olare le 
oordinate del vettore v = v1+ v2+ v3+ v4 rispetto a B e rispetto a B0.Soluzione:a) Essendo V di dimensione 4 �e suÆ
iente veri�
are 
he i quattro vettori di B0 sonolinearmente indipendenti. Cal
oliamo le 
oordinate dei vettori di B0 rispetto allabase B: v1 + v2 = (1; 1; 0; 0)Bv2 + v3 = (0; 1; 1; 0)Bv3 + v4 = (0;�0; 1; 1)Bv4 = (0; 0; 0; 1)BI quattro vettori sono linearmente indipendenti se la matri
e asso
iata ha rango 4:26641 0 0 01 1 0 00 1 1 00 0 1 13775) II � I 26641 0 0 00 1 0 00 1 1 00 0 1 13775) III � II 26641 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 1 13775) IV � III 26641 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 13775La matri
e ha rango 4, quindi an
he B0 �e una base di V .b) Le 
oordinate di v rispetto a B sono (1; 1; 1; 1)B in quanto v = 1�v1+1�v2+1�v3+1�v4.A questo punto per trovare le 
oordinate di v rispetto a B0 �e suÆ
iente risolverel'equazione: x(v1 + v2)+ y(v2+ v3)+ z(v3+ v4)+wv4 = v, dove tutti i vettori sono



GEOMETRIA 2004-2005 3espressi rispetto a B:26641 0 0 0 j 11 1 0 0 j 10 1 1 0 j 10 0 1 1 j 13775) II � I 26641 0 0 0 j 10 1 0 0 j 00 1 1 0 j 10 0 1 1 j 13775)
III � II 26641 0 0 0 j 10 1 0 0 j 00 0 1 0 j 10 0 1 1 j 13775) IV � III 26641 0 0 0 j 10 1 0 0 j 00 0 1 0 j 10 0 0 1 j 03775In�ne v = (1; 0; 1; 0)B0. �Eser
izio 1.4. Sia S : R3 ! R3la funzione lineare asso
iata a:240 0 00 0 11 2 335rispetto alla base f(1; 1; 1); (0; 2; 2); (0; 0; 3)g di R3.a) Si s
riva la matri
e asso
iata a S rispetto alle basi 
anoni
he.b) Determinare basi dell'immagine Im(S) e del nu
leo N(S).Soluzione:a) Dalla matri
e si ri
ava S(1; 1; 1) = (0; 0; 1)BS(0; 2; 2) = (0; 0; 2)BS(0; 0; 3) = (0; 1; 3)Bquindi per la linearit�a di S:S(0; 0; 1) = 13(0; 1; 3)B = �0; 13 ; 1�BS(0; 1; 0) = 12(0; 0; 2)B � �0; 13 ; 1�B = �0;�13 ; 0�BS(1; 0; 0) = (0; 0; 1)B � 12(0; 0; 2)B = (0; 0; 0)BIn�ne S(e1) = (0; 0; 0)S(e2) = �13(0; 2; 2) = �0;�23 ;�23�S(e3) = 13(0; 2; 2) + 1(0; 0; 3) = �0; 23 ; 113 �



4 GEOMETRIA 2004-2005dove tutti i vettori sono �nalmente espressi rispetto alla base 
anoni
a, e la matri
easso
iata a S rispetto alla base 
anoni
a �e:A = 240 0 00 �23 230 �23 113 35
) Ridu
iamo A a gradini:3II3III 240 0 00 �2 20 �2 1135) 1=2IIIII � II 240 0 00 �1 10 0 935) IIIIII 240 �1 10 0 90 0 035quindi B(Im(S)) = f (0;�2;�2); (0; 2; 11) gPer ri
avare il nu
leo di S risolviamo il sistema omogeneo asso
iato a A(�y + z = 09z = 0 ) 8><>:x = ty = 0z = 0 8t 2 RQuindi B(N(S)) = f (1; 0; 0) g �Eser
izio 1.5. Sia T l'endomor�smo do R4 
os�� de�nito:T (x1; x2; x3; x4) = (3x1; x3; x4;�3x2 + x3 + 3x4)a) Mostrare 
he 1 �e autovalore di T .b) Stabilire se T �e diagonalizzabile e in 
aso a�ermativo trovare una base rispetto a
ui T ha matri
e diagonale.
) L'endomor�smo T �e simmetri
o?Soluzione:Determiniamo la matri
e asso
iata a T rispetto alla base 
anoni
a 
al
olando:T (e1) = (3; 0; 0; 0)T (e2) = (0; 0; 0;�3)T (e3) = (0; 1; 0; 1)T (e4) = (0; 0; 1; 3)Quindi la matri
e asso
iata �e: A = 26643 0 0 00 0 1 00 0 0 10 �3 1 33775



GEOMETRIA 2004-2005 5Cal
oliamo il polinomio 
aratteristi
o sviluppando rispetto alla prima riga:pA(�) = det(A� �I) = (3� �) ���(�3�+ �2 � 1)�2 � 3� = (3� �) ���3 + 3�2 + �� 3�= (3� �) ��2(��+ 3)� (��+ 3)� = (3� �)2 ��2 � 1�a) Gli autovalori A sono � = 3 doppio� = 1� = �1In parti
olare � = 1 �e autovalore.b) Cal
oliamo l'autospazio E(3) risolvendo il sistema omogeneo asso
iato a A� 3I:26640 0 0 00 �3 1 00 0 �3 10 �3 1 03775) (�3x2 + x3 = 0�3x3 + x4 = 0 ) 8>>><>>>:x1 = sx2 = tx3 = 3tx4 = 9t )E(3) = h (0; 1; 3; 9); (1; 0; 0; 0) iA questo punto possiamo gi�a a�ermare 
he T �e diagonalizzabile in quanto E(3)ha dimensione 2 e gli altri due autovalori sono singoli.Cal
oliamo l'autospazio E(1) risolvendo il sistema omogeneo asso
iato a A� I:26642 0 0 00 �1 1 00 0 �1 10 �3 1 23775) IV � 3II 26642 0 0 00 �1 1 00 0 �1 10 0 �2 23775) 8><>:2x1 = 0�x2 + x3 = 0�x3 + x4 = 0 )8>>><>>>:x1 = 0x2 = tx3 = tx4 = t ) E(1) = h (0; 1; 1; 1) iCal
oliamo l'autospazio E(�1) risolvendo il sistema omogeneo asso
iato a A+I:26644 0 0 00 1 1 00 0 1 10 �3 1 43775) IV + 3II 26644 0 0 00 1 1 00 0 1 10 0 4 43775) 8><>:4x1 = 0x2 + x3 = 0x3 + x4 = 0 )8>>><>>>:x1 = 0x2 = tx3 = �tx4 = t ) E(�1) = h (0; 1;�1; 1) iIn�ne T ha una matri
e diagonale rispetto alla baseB = f (1; 0; 0; 0); (0; 1; 3; 9); (0; 1; 1; 1); (0; 1;�1; 1) g
) T non �e simmetri
o in quanto la matri
e A asso
iata a T rispetto alla base 
anoni
a(
he �e ortogonale) non �e simmetri
a.



6 GEOMETRIA 2004-2005 �Eser
izio 1.6. Nello spazio si 
onsiderino la due rette di equazioni:r : 8><>:x = ty = 1� tz = 3 s : x+ y � 1 = x� y + z = 0a) Mostrare 
he le due rette sono sghembe.b) Determinare un'equazione del piano 
ontenente la retta r e parallelo alla retta s.
) Determinare un'equazione del piano parallelo alle due rette ed equidistante da esse.Soluzione:a) Due rette del piano sono sghembe se non sono parallele e non si interse
ano.L'equazione parametri
a di s �e:s : 8><>:x = 1� ty = tz = �1 + 2tQuindi r ha direzione (1;�1; 0) mentre s ha direzione (�1; 1; 2) e le due rette nonsono parallele. Inoltre se 
al
oliamo r \ s:8>>>>><>>>>>:x = 1 + ty = 1� tz = 3x + y � 1 = 0x� y + z = 0 ) 8>>>>><>>>>>:x = 1 + ty = 1� tz = 31 + t + 1� t� 1 = 01 + t� 1 + t+ 3 = 0 ) 8>>>>><>>>>>:x = 1 + ty = 1� tz = 31 = 03 + 2t = 0il sistema non ammette soluzione, quindi le due rette non si interse
ano.Di 
onseguenza r e s sono sghembe.b) Sia � il piano 
er
ato. Poi
h�e � 
ontiene r, deve essere parallelo a r e passare perun punto di r. Sia A = (1; 1; 3) il punto di r, imponendo inoltre le 
ondizioni diparallelismo alle due rette, otteniamo:� : 8><>:x = 1t� sy = 1� t+ sz = 3 + 2s ) x+ y = 2
) Si pu�o pro
edere in pi�u modi. Forse il pi�u sempli
e �e 
al
olare il piano �0 passanteper s e parallelo a r in maniera analoga al punto pre
edente. Sia B = (1; 0;�1) ilpunto di s: �0 : 8><>:x = 1 + t� sy = �t + sz = �1 + 2s ) x+ y = 1Il piano 
er
ato �e parallelo a � e �0, quindi ha una equazione del tipo x+ y = d.Inoltre essendo equidistante da r e da s �e an
he equidistante da � e �0, ovvero il



GEOMETRIA 2004-2005 7valore di d �e dato dalla media degli analoghi valori di � e �0:d = 2 + 12 = 32In�ne il piano 
er
ato �e x + y = 32 �


