
I PROVA DI ACCERTAMENTO - 26/04/2005 { AA.A. 2004/05Eserizio 1.1. Si onsideri il sistema lineare8>>><>>>:(1 + k)x = 0ky + z + w = 2x + kz + 2w = kx + kw = 0 (k parametro reale)a) Si dia per quali valori di k il sistema ammette una unia soluzione.b) Si determinino tutte le soluzioni del sistema per k = 0.Soluzione:Riduiamo a gradini la matrie assoiata a tale sistema26641 + k 0 0 0 j 00 k 1 1 j 21 0 k 2 j k1 0 0 k j 03775) IVI 2664 1 0 0 k j 00 k 1 1 j 21 0 k 2 j k1 + k 0 0 0 j 03775) III � IIV � (1 + k)I 26641 0 0 k j 00 k 1 1 j 20 0 k 2� k j k0 0 0 �k(1 + k) j 03775a) Il sistema ammette una unia soluzione se rg(A) = rg(Ajb) = 4, io�e se k 6= 0;�1.b) Torniamo al sistema nel aso k = 0:8><>:x = 0z + w = 22w = 0 ) 8>>><>>>:x = 0y = tz = 2w = 0 8t 2 R �Eserizio 1.2. Sia r la retta nello spazio di equazioni artesiane x+z+1 = 2x+2y�z�3 = 0e sia l la retta di equazioni parametrihe x = 2t; y = �t; z = 0.a) Determinare una equazione artesiana del piano � ontenente il punto P (1; 2; 3) eortogonale alla retta l.b) Stabilire se esiste una retta passante per P , ontenuta in � ed inidente la retta r. Inaso a�ermativo determinare equazioni di tale retta.Soluzione:a) La retta l ha direzione (2;�1; 0), quindi il piano ortogonale a l ha equazione del tipo2x�y = d. Imponendo il passaggio per il punto P si ottiene 2�2 = d, quindi d = 0 e� : 2x� y = 0



2 GEOMETRIA 2004-2005b) Il punto P appartiene a �; se la retta r intersea � in un punto A, la retta passanteper A e P �e la retta erata. Determiniamo quindi l'eventuale intersezione tra r e �:8><>:2x� y = 0x + z = �12x + 2y � z � 3 = 0 ) 8><>:y = 2xx+ z = �16x� z � 3 = 0 ) 8><>:y = 2xx + z = �17x = 2) A�27 ; 47 ; �97�Determiniamo quindi il vettore direzione �!AP�!AP = �57 ; 107 ; 307 � parallelo a (1; 2; 6)In�ne la retta erata ha equazioni8><>:x = 1 + ty = 2 + 2tz = 3 + 6t 8t 2 R; e (2x� y = 06x� z = 3 �Eserizio 1.3. SiaS = �x 2 R4jx1 � 4x2 � x3 + 2kx4 = k + 1; 2x1 � kx3 + kx4 = 2k + 2;3x1 � 4kx2 + 9x3 + 3x4 = 0 ga) Stabilire per quali valori di k 2 R l'insieme S �e un sottospazio di R4.b) Per i valori di k trovati al punto preedente determinare la dimensione e una base diS.Soluzione:a) Le soluzioni di un sistema omogeneo formano uno spazio vettoriale sse il sistema �eomogeneo: (k + 1 = 02k + 2 = 0 ) k = �1b) Cerhiamo le soluzioni del sistema nel aso k = �1 riduendo a gradini la matrieassoiata al sistema:241 �4 �1 �2 j 02 0 1 �1 j 03 4 9 3 j 035) II � 2IIII � 3I 241 �4 �1 �2 j 00 8 3 3 j 00 16 12 9 j 035)III � 2II 241 �4 �1 �2 j 00 8 3 3 j 00 0 6 3 j 035) 8><>:x1 � 4x2 � x3 � 2x4 = 08x2 + 3x3 + 3x4 = 02x3 + x4 = 0 )8>>><>>>:x1 = �32tx2 = 38tx3 = tx4 = �2t 8 t 2 R ) S = ���32 ; 38 ; 1;�2� � t j t 2 R�



GEOMETRIA 2004-2005 3In�ne B(S) = ���32 ; 38 ;�2; 1�� ; dim(S) = 1 �Eserizio 1.4. SiaV = h (1; 1; 2;�1); (2; k + 3; 4;�2); (0; 1; 1; k2 � 1) ion k parametro reale.a) Si determini la dimensione di V al variare di k 2 R.b) Si stabilisa per quali valori di k 2 R il vettore v4 = (3; 3; k + 6;�3) appartiene a V .Soluzione:Per rispondere a entrambe le domande riduiamo a gradini la matrie A formata dai trevettori v1; v2 e v3, aÆanata dalla olonna dei termini noti formata dal vettore v4 (in mododa risolvere anhe l'equazione xv1 + yv2 + zv3 = v4):2664 1 2 0 j 31 k + 3 1 j 32 4 1 j k + 6�1 �2 k2 � 1 j �3 3775) II � IIII � 2IIV + I 26641 2 0 j 30 k + 1 1 j 00 0 1 j k0 0 k2 � 1 j 03775)
IV � (k2 � 1)III 26641 2 0 j 30 k + 1 1 j 00 0 1 j k0 0 0 j �k(k2 � 1)3775a) Consideriamo la matrie A.{ Se k 6= �1 allora rg(A) = 3 = dim(V ) e B(V ) = fv1; v2; v3g.{ Se k = �1 allora rg(A) = �1 = dim(V ) e B(V ) = fv1; v3g.b) v4 appartiene a V se il sistema assoiato all'equazione xv1 + yv2 + zv3 = v4 ammettesoluzione, ovvero se rg(A) = rg(Ajb).Notiamo he �k(k2 � 1) = 0 se k = 0;�1. Quindi{ Se k = 0; 1, allora rg(A) = rg(Ajb) = 3 e v4 appartiene a V .{ Se k = �1, allora rg(A) = 2 < rg(Ajb) = 3 e v4 non appartiene a V .{ Se k 6= 0;�1, allora rg(A) = 3 < rg(Ajb) = 4 e v4 non appartiene a V . �Eserizio 1.5. Si onsiderino i polinomi p1 = x2 + ax + b + ; p2 = x2 + bx + a + ; p3 =x2 + x + a+ b.a) Mostrare he per ogni valore dei parametri a; b;  i tre polinomi sono dipendenti nellospazio dei polinomi R[x℄.b) Calolare la dimensione dello spazio hp1; p2; p3i � R[x℄ al variare di a; b; .Soluzione:Assoiamo ad ogni polinomio il vattore he esprime le sue omponenti rispetto alla baseanonia di R[x℄:p1 = (1; a; b+ ); p2 = (1; b; a+ ); p3 = (1; ; a+ b)Possiamo quindi svolgere l'eserizio lavorando sui tre vettori.



4 GEOMETRIA 2004-2005Consideriamo la matrie assoiata ai tre vettori:24 1 1 1a b b+  a+  a+ b35) II � aIIII � (b + )I 241 1 10 b� a � a0 a� b a� 35) III + II 241 1 10 b� a � a0 0 0 35a) La matrie assoiata ai tre vettori ha sempre rango minore di tre, quindi i tre vettorie i tre polinomi sono linearmente dipendenti.b) Dal punto a) sappiamo he hp1; p2; p3i ha siuramente dimensione minore di tre. Inoltre{ Se a = b = , allora la matrie ha rango 1 e hp1; p2; p3i ha dimensione 1.{ Se a 6= b o a 6= , allora la matrie ha rango 2 e hp1; p2; p3i ha dimensione 2. �Eserizio 1.6. Siano P1 = (1;�1; 0); P2 = (1; 0;�1); P3 = �1 + 2p3 ;� 1p3 ;�1� 1p3�, e P4 =(1; 2; 1) quattro punti nello spazio.a) Calolare l'angolo tra i vettori ��!P1P2 e ��!P2P3.b) Mediante il determinante, alolare il volume del prisma on base il triangolo P1P2P3e lato il segmento P1P4.Soluzione:a) Sia # l'angolo erato, usiamo la formulaos(#) = (��!P1P2;��!P2P3)j��!P1P2j � j��!P2P3jPoih�e ��!P2P3 = � 2p3 ;� 1p3 ;� 1p3� ; ��!P1P2 = (0; 1;�1);si ha (��!P1P3;��!P2P3) = 0� 1p3 + 1p3 = 0Quindi os(#) = 0 e # = �2 .b) Il volume del tetraedo �e met�a del volume del parallelepipedo di lati ��!P1P2, ��!P1P3 e ��!P1P4.Poih�e ��!P1P3 = � 2p3 ; 1� 1p3 ;�1� 1p3� ; ��!P1P4 = (0; 3; 1)otteniamoV = 12 � �������det264 0 1 �12p3 1� 1p3 �1� 1p30 3 1 375������� = 12 � ����� 8p3 ���� = 4p3 �


