
II PROVA DI ACCERTAMENTO - 20/06/2005 { AA.A. 2004/05Eserizio 1.1. Sia T : R4 ! R4 l'appliazione lineare tale heT 2664x1x2x3x43775 = 2664 x1 + x2 + 2x3 + x4x1 + 2x2 + 4x3 + x42x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4�x1 � 2x2 + (k � 4)x3 + 2x43775dove k 2 R un parametro reale.a) Disutere l'iniettivit�a e suriettivit�a di T al variare di k 2 R.b) Determinare una base degli spazi vettoriali Im(T ) e N(T ) al variare di k 2 R.Soluzione:Determiniamo la matrie assoiata a T rispetto alla base anonia alolando:T (e1) = (1; 1; 2;�1)T (e2) = (1; 2; 2;�2)T (e3) = (2; 4; 4; k� 4)T (e4) = (1; 1; 3; 2)Quindi la matrie assoiata �e:2664 1 1 2 11 2 4 12 2 4 3�1 �2 k � 4 23775) II � IIII � 2IIV + II 26641 1 2 10 1 2 00 0 0 10 0 k 33775) IVIII 26641 1 2 10 1 2 00 0 k 30 0 0 13775a) Sappiamo he dim(Im(T )) = rg(A) e dim(N(T )) = 4� dim(Im(T )), quindi{ Se k 6= 0, allora dim(Im(T )) = rg(A) = 4 e dim(N(T )) = 4� 4 = 0, e T �e siasuriettiva he iniettiva.{ Se k = 0, allora dim(Im(T )) = rg(A) = 3 e dim(N(T )) = 4� 3 = 1, e T non �en�e suriettiva n�e iniettiva.b) Anhe in questo aso dobbiamo distinguere due asi{ Se k 6= 0, alloraB(Im(T )) = fT (e1); T (e2); T (e3); T (e4)gN(T ) = f(0; 0; 0; 0)g{ Se k = 0, alloraB(Im(T )) = fT (e1); T (e2); T (e4)g



2 GEOMETRIA 2004-2005Inoltre il nuleo �e dato dalle soluzioni del sistema omogeneo assoiato a A:8><>:x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0x2 + 2x3 = 0x4 = 0 ) 8>>><>>>:x1 = 0x2 = �2tx3 = tx4 = 0 8t 2 RQuindi B(N(T )) = f(0;�2; 1; 0)g �Eserizio 1.2. Sia S l'endomor�smo di R4 on matrie assoiataA = 26641 2 2 40 1 0 00 �1 0 �20 1 0 2 3775rispetto alla base anonia.a) Determinare autovalori e autovettori di S.b) Stabilire se S �e diagonalizzabile e in aso positivo individuare la matrie diagona-lizzante.Soluzione:a) Caloliamo il polinomio aratteristio di A:pA(�) = det(A� �I) = (1� �)2(��)(2� �)Gli autovalori di A sono gli zeri del suo polinomio aratteristio:�1 = 1 doppio�2 = 0�3 = 2Consideriamo prima l'autovalore � = 1. Il relativo autospazio �e dato dallesoluzioni del sistema omogeneo assoiato alla matrie A� I:26640 2 2 4 j 00 0 0 0 j 00 �1 �1 �2 j 00 1 0 1 j 03775 ) 1=2IIII + 2I 26640 1 1 2 j 00 0 0 0 j 00 0 0 0 j 00 1 0 1 j 03775 )(y + z + 2w = 0w = 0 ) 8>>><>>>:x = sy = �tz = �tw = t) E(1) = h (1; 0; 0; 0); (0;�1;�1; 1) iA questo punto possiamo gi�a a�ermare he A �e diagonalizzabile in quanto � = 1ha moltepliit�a algebria e geometria 2 e gli altri autovalori sono singoli.



GEOMETRIA 2004-2005 3Consideriamo ora l'autovalore � = 0. Il relativo autospazio �e dato dalle soluzionidel sistema omogeneo assoiato alla matrie A26641 2 2 4 j 00 1 0 0 j 00 �1 0 �2 j 00 1 0 2 j 03775 ) 8><>:x+ 2y + 2z + 4w = 0y = 0y + 2w = 0 ) 8>>><>>>:x = �2ty = 0z = tw = 0) E(0) = h (�2; 0; 1; 0) iConsideriamo ora l'autovalore � = 2. Il relativo autospazio �e dato dalle soluzionidel sistema omogeneo assoiato alla matrie A� 2I2664�1 2 2 4 j 00 �1 0 0 j 00 �1 �2 �2 j 00 1 0 0 j 03775 ) 8><>:�x + 2y + 2z + 4w = 0y = 0y + 2z + 2w = 0 ) 8>>><>>>:x = 2ty = 0z = �tw = t) E(2) = h (2; 0;�1; 1) ib) Abbiamo gi�a osservato he T �e diagonalizzabile in quanto la somma delle dimensionidei suoi autospazi �e 4 = dim(R4), inoltre la matrie diagonalizzante P �e:P = 26641 0 �2 20 �1 0 00 �1 1 �10 1 0 1 3775Notiamo he P�1AP = 26641 0 0 00 1 0 00 0 0 00 0 0 23775 �Eserizio 1.3. Siano A e B le matrii realiA = 241 0 40 1 20 0 335 e B = 243 0 0k 1 05 k � 1 135a) Determinare, se esistono, i valori del parametro reale k per ui A e B sono simili.Soluzione:Due matrii diagonalizzabili sono simili se sono simili alla stessa matrie diagonale, ovverose hanno gli stessi autovalori. Inoltre se una delle due matrii �e diagonalizzabile mentrel'altra non lo �e, allora le due matrii non sono simili. Studiamo quindi la diagonalizzabilit�adi A e B. pA(�) = (1� �)2(3� �)pB(�) = (1� �)2(3� �)



4 GEOMETRIA 2004-2005quindi A e B hanno gli stessi autovalori �1 = 1, doppio, e �2 = 3.Per stabilire se A �e diagonalizzabile aloliamo la dimensione del suo autospazio EA(1)risolvendo il sistema omogeneo assoiato a A� I:240 0 40 0 20 0 335) EA(1) = h(1; 0; 0); (0; 1; 0)ie la matrie A �e diagonalizzabile.A questo punto possiamo a�ermare he A e B sono simili se e solo se anhe B �e diagona-lizzabile. Caloliamo quindi la dimensione del suo autospazio EB(1) risolvendo il sistemaomogeneo assoiato a B � I:242 0 0k 0 05 k � 1 035) 8><>:2x = 0kx = 05x + (k � 1)y = 0 ) 8><>:x = 0(k � 1)y = 0z = tQuindi l'autospazio EB(1) ha dimensione 2 se e solo se k = 1.In�ne A e B sono simili solamente se k = 1, quando sono entrambe simili alla matrieD = 241 0 00 1 00 0 335 �Eserizio 1.4. Sia W il sottospazio di R4 (on il prodotto salare anonio) generato daivettori w1 = (1; 1; 0; 1); w2 = (1;�2; 0; 0); w3 = (1; 0;�1; 2):a) Trovare una base ortonormale di W .b) Trovare una base del omplemento ortogonale di W .Soluzione:a) Notiamo he l'insieme fw1; w2; w3g �e una base di W in quanto i vettori sono linear-mente indipendenti (la matrie assoiata ha rango 3). Per determinare una baseortonormale fu1; u2; u3g dobbiamo utilizzare il metodo di Graham-Shmidt.Il vettore u1 lo otteniamo normalizzando w1:u1 = w1kw1k = 1p3(1; 1; 0; 1)Per alolare il vettore u2 ominiamo on il alolare il vettore v2 ortogonale au1: v2 = w2 � (w2; u1) u1 = (1;�2; 0; 0)� �1p3 1p3(1; 1; 0; 1)= 13 [(3;�6; 0; 0) + (1; 1; 0; 1)℄ = 13(4;�5; 0; 1)Determiniamo ora il vettore di direzione parallela a (4;�5; 0; 1) di norma 1:u2 = 1p42(4;�5; 0; 1)



GEOMETRIA 2004-2005 5Anhe per alolare il vettore u3 aloliamo prima il vettore v3 ortogonale a u1 eu2. v3 = w3 � (w3; u1) u1 � (w3; u2) u2= (1; 0;�1; 2)� 3p3 1p3(1; 1; 0; 1)� 6p42 1p42(4;�5; 0; 1)= (1; 0;�1; 2)� 33(1; 1; 0; 1) + 642(�4; 5; 0;�1)= (1; 0;�1; 2)� (1; 1; 0; 1) + 17(�4; 5; 0;�1) = 17(�4;�2;�7; 6)Determiniamo quindi il vettore di direzione parallela a (�4;�2;�7; 6) di norma 1:u3 = 1p105(�4;�2;�7; 6)In�ne una base ortonormale di W �e�� 1p3 ; 1p3 ; 0; 1p3� ;� 4p42 ;� 5p42 ; 0; 1p42� ;�� 4p105 ;� 2p105 ;� 7p105 ; 6p105��b) Il omplemento ortogonale W? �e formato dai vettori di R4 ortogonali ai vettori diW , ovvero ortogonali agli elementi di una sua base, quindiW? = f(x; y; z; w) j x + y + w = 0; x� 2y = 0; x� z + 2w = 0gRisolviamo quindi il sistema omogeneo ottenuto:241 1 0 1 j 01 �2 0 0 j 01 0 �1 2 j 035) II � IIII � I 241 1 0 1 j 00 �3 0 �1 j 00 �1 �1 1 j 035)3III � II 241 1 0 1 j 00 �3 0 �1 j 00 0 �3 4 j 035) 8>>><>>>:x = �23 ty = �13 tz = 43tw = t 8t 2 RIn�ne B(W?) = f (�2;�1; 4; 3) g �Eserizio 1.5. Sia Ck la onia di equazioneCk : x2 + (k � 2)xy + y2 � 4 = 0 (k parametro reale)a) Al variare di k 2 R, rionosere di quale tipo di onia si tratti.b) Trovare le onihe degeneri della famiglia.) Mostrare he i sono due rette he sono assi di simmetria di ogni onia dellafamiglia.Soluzione:



6 GEOMETRIA 2004-2005Consideriamo le matrii A0 e A assoiate alla onia:A0 = 24 1 k�22 0k�22 1 00 0 �435a) Cominiamo a distinguere il aso degenere:det(A0) = �4 1� �k � 22 �2!quindi det(A0) = 0 se �k � 22 �2 = 1, io�ek � 22 = 1 ) k � 2 = 2 ) k1 = 4k � 22 = �1 ) k � 2 = �2 ) k2 = 0In�ne la onia �e non degenere se k 6= 4 e k 6= 0. Inoltre:det(A) = 1� �k � 22 �2 = �k2 + 4k4Quindi{ Se 0 < k < 4, si ha det(A) > 0 e C �e un'ellisse.{ Se k < 0 o k > 4, si ha det(A) < 0 e C �e un'iperbole.{ Se k = 0 o k = 4 si tratta di una parabola degenere.b) Abbiamo gi�a visto he la onia �e degenere se k = 0 o k = 4, inoltre:{ Se k = 0, C diventa x2 � 2xy + y2 � 4 = 0. Anhe senza risolvere l'equazioneon l'uso della formula otteniamo:(x� y)2 = 4 ) x� y = �2Quindi in questo aso la onia orrisponde alla oppia di rette parallele:r1 : x� y = 2; r2 : x� y = �2{ Se k = 4, C diventa x2 + 2xy + y2 � 4 = 0 e in maniera del tutto analogaotteniamo: (x + y)2 = 4 ) x + y = �2e la onia orrisponde alla oppia di rette parallele:r1 : x+ y = 2; r2 : x + y = �2) Caloliamo il entro delle onihe limitandoi a onsiderare k 6= 0; 4, in quanto inquesti asi abbiamo gi�a visto he si tratta di una oppia di rette parallele (e quindiprive di entro). Notiamo inoltre he nell'equazione non ompaiono i termini lineari,quindi il entro si trova gi�a nell'origine: C = (0; 0).Per trovare gli assi delle onihe aloliamo gli autovalori di A:pA(�) = (1� �)2 � �k � 12 �2



GEOMETRIA 2004-2005 7Quindi pA(�) = 0 se 1� � = �k � 12 e gli autovalori sono�1 = k2�2 = �k + 42Caloliamo l'autospazio E �k2��2�k2 k�22 j 0k�22 2�k2 j 0�) II + I �2�k2 k�22 j 00 0 j 0�Quindi se k 6= 2 si ha E �k2� = h(1; 1)i. Tratteremo il aso k = 2 suessivamenteseparatamente.Analogamente aloliamo E ��k+42 �:�k�22 k�22 j 0k�22 k�22 j 0�) II � I �k�22 k�22 j 00 0 j 0�Quindi, sempre supponendo k 6= 2, si ha E ��k+42 � = h(1; 1)i.In�ne per k 6= 0; 4; 2 gli assi delle onihe sono le rettea1 : (x = ty = �t ) x + y = 0a2 : (x = ty = t ) x� y = 0Notiamo he tali rette sono assi di simmetria anhe per le oppie di rette heostituisono la onia nei asi degeneri.In�ne se k = 2 la onia �e la ironferenza x2 + y2 = 4 entrata nell'origine heha ome assi di simmetria qualsiasi retta per l'origine. In partiolare quindi anhea1 e a2 sono suoi assi di simmetria. �


