1° incontro:

la probabilità
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Bolzano, lunedì 26 febbraio 2006


Relazione


1° incontro

Il primo incontro si è aperto con lo sforzo di definire il termine “probabilità” come il tentativo di definire l’indefinibile. Dopo un’accesa discussione siamo giunti a dire che la probabilità altro non è che un numero, compreso tra 0 e 1: tanto più il numero in questione si avvicinerà all’1, tanto più l’evento sarà certo; viceversa, tanto più il numero tenderà allo 0, tanto più l’evento sarà improbabile.

 Abbiamo inoltre introdotto i termini “esperimento aleatorio” ed “evento”: il primo indica un esperimento di cui non è possibile conoscere la risposta prima di averlo compiuto, mentre il secondo costituisce la possibile risposta dell’esperimento aleatorio.
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Abbiamo quindi esaminato uno degli innumerevoli esperimenti aleatori, ovvero l’estrazione di palline da un’urna, considerando come palline degli icosaedri colorati (B= blu; W= bianco; A= arancione), e come urna una busta di carta bianca. Premesso che la probabilità di estrarre un dado su tre è pari ad 1/3, cioè 33.3%, abbiamo teorizzato dapprima l’estrazione di due delle tre palline contenute nell’urna: in questo caso, trattandosi di eventi disgiunti, le probabilità di successo si sommano, arrivando a 2/3, 66.67%. In un secondo tempo, abbiamo tentato di estrarre due palline arancioni consecutivamente: in questo caso, trattandosi di eventi indipendenti, la probabilità totale è pari al prodotto delle probabilità. Questa affermazione è dimostrabile attraverso una tabella a doppia entrata:

Su nove casi totali, solo uno è quello giusto.

Siamo dunque passati all’analisi di un altro esperimento aleatorio, ovvero il computo delle uscite del numero uno nel lancio di un dado a sei facce. La probabilità che esca tale numero in un singolo lancio è pari ad 1/6, cioè 16.67%, che esca due volte consecutivamente è pari ad (1/6)2=1/36, cioè 5.6%. Si deduce che la possibilità che il numero uno si ripeta in sei lanci è pari ad (1/6)6 = 1/46656, pari a 2.14*10-5. Al contrario, la probabilità che non esca il numero uno su un singolo lancio è pari a 5/6 = 83%, e quindi che non esca neppure una volta su sei lanci, è pari a (5/6)6 = 33.5%.

Il triangolo di Pascal rappresenta i coefficienti dei cosiddetti “prodotti notevoli”. 
L’incontro è proseguito con il lancio di 50 dadi, con lo scopo di contare i dadi di valore 1.

Questi sono i risultati ottenuti dal lancio dei dadi da parte dei vari gruppi. Seguendo il ragionamento precedente, la probabilità di ottenere 50 dadi di valore 1 è pari a (1/6)50 = 1.24*10-39.


Abbiamo poi definito la media aritmetica e la media ponderata, l’una come il rapporto tra la somma di tutti i valori ed il numero totale dei valori, l’altra come il rapporto tra la somma di valore*n° di uscite ed il numero totale dei valori, da cui media=somma dei prodotti vallore*probabilità. La tabella qui riportata  indica la somma dei valori di due dadi: il valore più frequente, e quindi più probabile, è il n° 7, presente 6 volte su 36 totali. 

A questo punto abbiamo introdotto la definizione di gioco equo, come il gioco la cui vincita media è nulla. Abbiamo citato il gioco della roulette, in cui è possibile,  puntando 1€  su numeri pari o dispari (dallo 0 al 36), o vincere (2€) oppure perdere (0€): abbiamo considerato come vincente il numero pari; perciò se  la pallina dovesse cadere su di un numero dispari o sullo 0, unico numero sul quale non è possibile puntare, il banco vincerebbe. I casi favorevoli sono 18 su un totale di 37, perciò i casi sfavorevoli sono 19 su 37. Calcoliamo ora il capitale medio al termine della giocata: utilizziamo la media ponderata così come l’abbiamo definita: 0€*19/37 + 2€*18/37 = 36/37 = 0.97 €. Si tratta quindi di un gioco non-equo, in quanto vi è una perdita media pari al 3%.

Altro esempio di gioco non equo è il gioco del Lotto: abbiamo considerato un ambo su ruota fissa (1,2) in cui, puntando 1€, è possibile, in caso di vincita, ottenere 236€, in caso di perdita, scendere a 0€. Ad ogni estrazione vengono estratti 5 numeri su 90 totali; puntando la coppia (1,2), questi due numeri dovranno per forza di cose essere i primi due, perciò le possibilità totali sarebbero : a, b, c, d, e = 90*89*88*87*86/5! => 1, 2, c, d, e = 0, 0, 88*87*86/3!

43.949.268 109.736

I numeri in grassetto indicano le possibilità totali. Qual è la probabilità che esca l’ambo?

casi favorevoli/casi totali => 88*87*86/3! / 90*89*88*87*86/5! = 20/90*89 = 2/801

La probabilità che esca l’ambo (1,2)  è pari a 2/801, ovvero 0,25%. Qual è il capitale medio? E’ pari a 236€*0.0025 = 0.59€, pari al 59% del capitale iniziale; questo vuol dire che mediamente lo Stato incassa il 41% dei capitali giocati.

Infine abbiamo calcolato quanti lanci occorrono affinché esca il numero 1, su 46 totali. Riassumiamo i risultati in nel grafico qui accanto.
Fogli elettronici di calcolo: “01.0 Dadi”

2° incontro


Il secondo incontro si è svolto a Povo (Tn), presso la facoltà di Scienze matematiche, fisiche e naturali. Nel corso della mattinata la classe ha assistito ad una presentazione della facoltà, nel corso della quale sono stati introdotti argomenti quali la termodinamica, le onde, l’elettricità.


Nel pomeriggio la classe divisa in gruppi ha preso parte ad un’esperienza di natura prevalentemente fisica, ma con riflessioni di natura matematica: in particolare l’esperienza consisteva nell’osservare il decadimento progressivo di un preparato di Cesio. Prima dell’osservazione vera e propria, tuttavia, i professori universitari che avevano organizzato l’incontro hanno introdotto brevemente l’esperimento, le sue componenti, gli strumenti che sarebbero stati utilizzati.


Con il termine “decadimento” si indica un processo di natura fisica, attraverso il quale il nucleo di un qualsiasi elemento appartenente alla tavola periodica muta la propria natura con il fine di stabilizzarsi. L’incognita, tuttavia, è la determinazione del momento in cui questo fenomeno si innesca: è stata quindi individuata l’incognita di natura probabilistica.


A questo proposito abbiamo simulato un decadimento di un nucleo mediante il lancio dei dadi. Se il dado avesse presentato valori pari o superiori a 4, sarebbe stato scartato, se avesse presentato valori inferiori a 4 sarebbe stato tenuto e riutilizzato per il lancio seguente. Abbiamo dunque riprodotto un sistema “testa-o-croce”, “vero/falso” per determinare o meno l’avvenuto decadimento. I dadi messi a nostra disposizione sono stati inizialmente 100 e, presentandosi teoricamente una probabilità pari al 50% (valori pari ad 1,2,3 = “vero”; valori pari a 4,5,6 = “falso”), risulta evidente che, dopo il primo lancio, i dadi tenuti sarebbero dovuti essere 50, dopo il secondo lancio, 25 e così via. I risultati ottenuti sono riportati nel foglio di lavoro di Calc “02. Dec. rad./1. Determinazione decadimento”, da cui si capisce che tale previsione viene all’incirca rispettata. Possiamo dunque riassumere in questo modo: Ni+1~0,5 Ni, dove “i” sta per “iniziale”. Il professore ha poi introdotto una formula, partendo dalle osservazioni effettuate sui vari grafici ottenuti dalla classe: Nn=N0*2^-n°lanci/k, dove “k” sta per “vita media del nucleo non decaduto” che oltretutto rappresenta l’incognita, “Nn” indica il numero di nuclei non ancora decaduti dopo “n” lanci, “N0” indica il numero iniziale di particelle a disposizione (nel caso dei dadi N0=100); dalla formula si ottiene: 

k= -n° lanci/log2(Nn/N0).


Dopo questa esercitazione, la lezione è proseguita con la descrizione dell’atomo, del nucleo, dei vari decadimenti esistenti in natura. E’ stata definita la grandezza del raggio atomico e del raggio nucleare, rispettivamente 1Å=1*10-10m e 1*10-15m, da cui otteniamo:

Vatomico = Ratomico3

Vnucleare = Rnucleare3

Rnucleare = 10-5 Ratomico

Vnucleare =  (10-5 Ratomico)3 = 10-15 R atomico3= 10-15 V atomico

Il volume atomico, dunque, è 1015 volte più grande del volume nucleare. All’interno di quest’ultimo sono presenti tre tipi di particelle: protoni, elettroni e neutroni; il numero dei protoni è sempre pari al numero degli elettroni per conferire stabilità all’atomo, mentre i neutroni sono necessari per la coesione dei protoni all’interno del nucleo, che altrimenti si disintegrerebbe a causa della presenza di numerose cariche di segno tra loro uguale: la forza che permette tale coesione è definita come “interazione forte” ed è una delle quattro forze fondamentali presente in natura (le altre sono “elettromagnetica”, “debole” e “gravitazionale”).


Il decadimento di tipo  prevede il rilascio di una radiazione , costituita da 2 protoni e due neutroni, corrispondente quindi ad un nucleo di He con 2 cariche positive; per questo motivo le particelle  vengono anche definite “elioni”. Un esempio di decadimento  può essere: 238U=>234Th+, in cui l’Uranio, decadendo, si trasforma in Torio e rilascia una particella . Vi è tuttavia una curiosità: l’energia posseduta dalla particella è pari all’energia rilasciata durante il decadimento: la quantità di energia però è inferiore all’energia di attivazione necessaria all’atomo per decadere; questo fenomeno sarebbe inspiegabile nella fisica classica, ma nella fisica quantistica si è scoperto che vi è la probabilità che l’energia potenziale di attivazione superi l’energia necessaria per decadere.


Il decadimento di tipo - (beta meno) prevede il rilascio di una radiazione , particella emessa da un neutrone del nucleo che si trasforma in un protone, e di un’altra particella definita antineutrino, privo di carica; poiché la somma delle cariche dei reagenti deve essere pari alla somma delle cariche dei prodotti, è necessario che la particella  possieda carica negativa (=e-). La massa dell’atomo non diminuisce significativamente, ma quest’ultimo viene ad avere un numero di protoni maggiore di un’unità. Un esempio di decadimento  può essere: 137Cs => 137Ba + e- + v’, in cui un atomo di Cesio si trasforma in una atomo di Bario a cui si aggiungono una particella , corrispondente ad un elettrone, ed un antineutrino. Un altro tipo di decadimento  è quello denominato +, in cui un protone si trasforma in un neutrone, rilasciando un positrone ed un neutrino: p+ => n0+e++v.


Il decadimento di tipo  corrisponde all’eliminazione di energia in eccesso, e si accompagna quindi anche agli altri due tipi di decadimento: un nucleone allo stato eccitato passa allo stato fondamentale rilasciando energia sottoforma di particelle , assimilabili ai fotoni per l’alta energia e frequenza.


A questo punto ha preso avvio l’esperienza; la classe è stato divisa in quattro gruppi, poiché la strumentazione a disposizione consentiva solamente tale suddivisone. Ad ogni gruppo è stato affidato un contatore Geiger, che consiste essenzialmente in un tubo pieno di gas a bassa pressione, al cui interno viene mantenuto un intenso campo elettrico: tale elemento funziona dunque da camera di ionizzazione; quando le particelle provenienti da un'eventuale sorgente radioattiva entrano nel tubo, collidono con gli atomi del gas, ionizzandoli. Gli elettroni liberi così prodotti fluiscono al centro del tubo per effetto del campo e producono un impulso elettrico che viene amplificato e conteggiato elettronicamente. Il preparato “radioattivo” consisteva di un’esigua quantità di Cesio, cristallizzato sottoforma di sale, in soluzione di acqua e acido cloridrico. Questo è stato posto sotto il “tubo-camera di ionizzazione” e protetto attraverso tre parallelepipedi di piombo, per evitare la penetrazione delle particelle all’interno del nostro corpo. Prima di procedere con la rilevazione delle particelle emesse dal preparato, abbiamo proceduto con la misura della radiazione cosmica di fondo, radiazione presente costantemente e che quindi altera tutte le misurazioni di questo tipo: essa equivale a circa 2,15 particelle emesse ogni 10 secondi.


Per accentuare il decadimento del preparato, la rilevazione è stata organizzata in questo modo: ogni minuto il contatore Geiger veniva attivato per 10 secondi; per fare ciò è stato utilizzato un cronometro. Lo scopo dell’esperienza era quello di calcolare il tempo di dimezzamento (t½) del preparato, ovvero quanto tempo deve trascorrere affinché le particelle emesse si dimezzino: a questo proposito, il professore ha fornito una formula: N-Nrf = (Ni-Nf)*2^(t/t½), in cui “N” sta per n° di conteggi, “Nrf” per “valore radiazione di fondo”, “Ni” per “numero conteggi iniziale”, “Nf” per “numero conteggi finale”, “t” per “tempo trascorso”. Risolvendo: t½=t/log2((N-Nrf)/(Ni-Nf); i risultati ottenuti sono riportati sul foglio di lavoro di Calc. I dati a disposizione non sono numerosi a causa dell’iniziale malfunzionamento del contatore destinato al nostro gruppo. Contemporaneamente l’esperimento è stato effettuato anche dai professori universitari che hanno utilizzato anch’essi un contatore Geiger collegato direttamente ad un computer che, mediante un software specifico, oltre che permettere il rilevamento delle particelle, costruiva automaticamente il grafico. Al termine dei rilevamenti abbiamo analizzato la curva ed abbiamo scoperto che presenta un andamento di tipo logaritmico in base 2: l’approssimazione è tanto più precisa quanti più particelle decadute sono state rilevate.

Fogli elettronici di calcolo: “02.0 Dec. rad.”

“02.1 Dec. sim.”

“02.2 T. Dimez.”

“02.3 Part. Gamma”

3° incontro


Il terzo incontro si è svolto totalmente nell’aula di informatica. Prima di utilizzare i computer per effettuare le varie prove, il professore universitario ha voluto precisare alcuni concetti già citati negli incontri precedenti: in primo luogo ha ripetuto velocemente il termine “dado equo”, che rappresenta un dado non alterato artificialmente e quindi ci permette di fare previsioni di tipo probabilistico senza che queste siano inficiate da agenti esterni. Da ciò ne consegue che la probabilità che una volta lanciato, il dado assuma il valore 5 è pari ad 1/6. Nel lancio di una moneta, quindi, sempre considerandola “equa”, la probabilità che esca testa è pari ad ½, poiché i casi totali sono 2. A questo punto il professore si è soffermato sulle varie proprietà presenti nel calcolo delle probabilità ed in particolare ha citato la proprietà di indipendenza e la proprietà di incompatibilità; in entrambi i casi sono necessari degli esempi esemplificativi.

· Proprietà di “indipendenza”: P(“1^ moneta = testa e 2^ moneta = croce”) = ½·½ = ¼

· Proprietà di “incompatibilità”: P(“1^ moneta = testa o 1^ moneta = croce”) = ½+½ = 1

Nel primo caso si nota che il connettivo logico è “e”, indica quindi l’intersezione di due eventi successivi svoltisi nelle stesse condizioni di partenza:la probabilità di tale evento è il prodotto delle probabilità parziali degli eventi che lo vanno a costituire (cfr. tabella a doppia entrata, primo incontro). Nel secondo caso, invece, il connettivo logico è “o” e viene applicato al medesimo esperimento aleatorio: questo è possibile se e solo se i due eventi sono disgiunti, ovvero solo nel caso in cui se avviene l’uno non può accadere l’altro.


Tornando al lancio della moneta, la probabilità che esca testa è pari alla probabilità che esca croce, e poiché non è possibile conoscere il risultato se non dopo aver lanciato, si può affermare che l’esperimento sia di tipo aleatorio e che il suo risultato costituisca una variabile aleatoria:

P(testa)= ½ = P(croce)

“testa” = successo = 1

“croce” = insuccesso = 0

“lancio di una moneta” = X

XX{0;1}L“variabile aleatoria”

P(X=0)=½=P(X=1)

La media (E()) di una variabile aleatoria, detta “Bernoulliana” se può assumere soltanto due valori (come nel nostro caso), non è la media aritmetica, ma la media ponderata, come avevamo già introdotto nel corso del primo incontro:

E(X)= “n valore · P(X=valore)” =1·P(X=1)+0·P(X=0)=½+0 = ½, dunque il valore della variabile aleatoria Bernoulliana XX{0;1}è pari ad ½. In generale:

P(X=1)=p et P(X=0)=(1-p)=q

E(X)=1*p+0*q=p

Se lanciassimo n-volte la stessa moneta otterremmo n-risultati del tipo:

X1 = “risultato 1° lancio”

X2 = “risultato 2° lancio”

X3 = “risultato 3° lancio”

…

Xn = “risultato ennesimo lancio”

che possiamo sommare, visto che assumono valori tra 0 ed 1 appartenenti all’insieme dei numeri Naturali:

Sn = “contare i risultati dei lanci effettuati” = X1+X2+X3+…+Xn = nn Xi

S5, dunque, è ad esempio una variabile aleatoria, poiché al suo interno contiene la somma di 5 variabili aleatorie. La media della somma Sn è pari alla media dei singoli valori sommati:

E(Sn)= E[X1+X2+X3+…+Xn], che possiamo tradurre in:

E[X1+X2+X3+…+Xn] = E[X1]+E[X2]+E[X3]+…+E[Xn] = n·E[X1] = n·p; dunque la media della somma è pari alla somma delle medie.


E’ stato quindi introdotto il concetto di varianza(Var()): essa è espressa da un numero che ci informa su come i risultati sono distribuiti attorno al valore medio. La varianza della variabile aleatoria è data dalla formula:

Var(X)= E[(X- E(X))2], ma se X è una variabile Bernoulliana, allora la Var(X) è data dalla formula:

Var(X)= p·q; da questo possiamo allora dire che la varianza della somma Sn, avendo sempre eventi indipendenti, è pari alla varianza della variabile Bernoulliana X moltiplicata n-volte:

Var[Sn] = n·p·q

Riassumendo:

E(Sn)= n·p

Var[Sn] = n·p·q


Terminata la spiegazione degli elementi teorici, è cominciata l’esercitazione al computer; dapprima il professore, recandosi su un sito di borsa, ci ha permesso di vedere come l’andamento di un indice di borsa assomigli molto all’andamento di una funzione aleatoria, poi abbiamo cominciato a simulare delle “passeggiate casuali” attraverso il calcolatore mediante la funzione “=casuale()” disponibile sia in Excel, sia nella sua simulazione di Linux. Il primo esercizio riguardava la riproduzione di una traiettoria determinata esclusivamente dal risultato della funzione “=casuale()”, che restituisce valori appartenenti all’insieme dei numeri Reali compresi tra 0 ed 1, mentre il secondo esercizio, riportato sul foglio di lavoro di Calc “03. Passeggiate casuali” mirava alla riproduzione dell’andamento di un indice borsistico: sono infatti presenti 45 aggiornamenti in cui se la formula “=casuale()” restituisce un valore inferiore a 0.5, viene visualizzato -1, se la formula dovesse restituire un valore superiore a 0.5, viene visualizzato +1. La chiusura della giornata viene simulata attraverso la funzione “=somma(aggiornamenti 1-45)”. Più in basso, infine, viene riportata una tabella in cui viene analizzata la frequenza con cui i possibili valori assunti dalla somma finale si ripetono; a questa è collegata un grafico, dal quale si nota che la concentrazione maggiore di valori si aggira attorno al valore medio, ovvero lo 0 (in grafico 45). La curva che si viene a creare possiede forma “a campana”, il cui vertice è posto in corrispondenza della frequenza massima: tale curva è assimilabile alla famosa curva standard di Gauss: y=e-(x^2)/2/2, che deriva dalla più generale:

z=e-((x-x)^2)/2/(2), dove “x” sta per “valore medio di x” e ‘’ per “scarto quadratico medio”.


Fogli elettronici di calcolo: “03.0 Passeggiate Casuali”

“03.1 Frequenza”

4° incontro

Nel corso del 4° incontro si è discusso circa le applicazioni delle passeggiate casuali. La spiegazione si è aperta con la descrizione del seguente problema: qual è la probabilità che ha un ubriaco di salvarsi se si trova ad un passo da un burrone?

Ora, per riuscire a rispondere a questo quesito è necessario fissare le probabilità che questi possiede di fare un passo verso destra o verso sinistra: rispettivamente p = ‘fare un passo verso destra’ = ⅔ e q = ‘fare un passo verso sinistra’ = ⅓. Un primo modo per affrontare il problema, ipotizzando che il burrone si trovi alla sua sinistra, è quello di rappresentare le possibili traiettorie che il soggetto potrà descrivere: ad esempio una traiettoria potrebbe essere costituita da un solo passo verso sinistra, conducendolo direttamente nel burrone, oppure un passo verso destra e due verso sinistra, o ancora un passo verso destra, uno verso sinistra, uno a destra e due a sinistra, etc. Analizzando queste traiettorie otterremmo rispettivamente le seguenti probabilità: q, pq2, p2q3. E’ tuttavia comprensibile che tale metodo sia troppo laborioso; cerchiamone quindi uno alternativo.

Esaminiamo inizialmente i parametri dai quali dipende la probabilità di salvarsi: innanzitutto la distanza di partenza, difatti più il soggetto è lontano più tempo impiegherà per cadere, ed in secondo luogo la possibilità di fare un passo verso dx (p), da cui dipende quella di farne uno verso sx (q=1-p). Da queste sole riflessioni possiamo già affermare che se si ponesse p=0, ne deriverebbe che q=1-0=1 e che quindi, indipendentemente dal punto di partenza e camminando all’infinito, l’ubriaco non avrebbe chance di salvezza; al contrario, ponendo p=1, ne conseguirebbe che q=1-1=0, e cioè che, esclusa la partenza dal punto 0, caso in cui l’ubriaco sarebbe già caduto, la possibilità di salvarsi è pari al 100%. Indicando con “P” la probabilità di cadere, e ponendo come pedice (x)punto di partenza, otteniamo:
se p=0 ( q=1, allora P(x)=100% (x(N
se p=1 ( q=0, allora P(x)=0% (x(1

Si riesce ad intuire quindi che intercorre uno stretto legame tra P(x) e p che ora cercheremo di definire.

Poniamo x=1, ovvero che la passeggiata abbia inizio ad un passo dal burrone: definendo le passeggiate che cominciano in 1 ed arrivano prima o poi in 0 (1(0), ovvero nel burrone, si possono individuare due tipi, o, meglio, due classi disgiunte di traiettorie: la prima è rappresentata da quelle che raggiungono 0 al primo passo, le seconde da quelle che al primo passo raggiungono la posizione 2 e che primo o poi terminano in 0. In simboli: 1(0 = 1(0 ( (1(2,2(0); analizzando tuttavia il secondo evento è possibile notare che, una volta raggiunta la posizione 2, la passeggiata prosegue “dimenticando” il punto da cui ha preso inizio. Possiamo quindi tradurre la precedente relazione in questo modo:
P1 = q + pP2. 
E’ presente una relazione tra P1 e P2? Esaminiamo P2 come abbiamo compiuto prima per P1: essa è composta da tutte le traiettorie che da 2 giungono prima o poi in 0, ovvero 2(0 = 2(1 ( 1(0. Tale risultato è molto interessante, infatti se si trasla “2(1” di un passo verso sinistra si trova “1(0”, accettabile da tutti i punti di vista, poiché abbiamo già osservato che una volta giunti in una posizione si “dimentica” il punto di partenza e quindi le due espressioni si possono eguagliare. Perciò: 2(0 = 1(0 ( 1(0, ovvero P2=P12; più in generale è possibile affermare che Pk=P1k. E’ quindi possibile trasformare l’equazione individuata nella forma:

P1 = q + p·P12, che è possibile risolvere come una qualsiasi equazione di secondo grado: 

P1 = q + p·P12 ( p+q=1
p·P12-P1+q=0 ( P1(x

p·x2-x+(1-p)=0

x1/2=[1(radq(1-4p(1-p))]/2p
x1/2=[1(radq(1-4p+4p2)]/2p
x1/2=[1(radq((1-2p)2)]/2p

x1/2=[1((1-2p)]/2p

x1= [1-(1-2p)]/2p = [1-1+2p]/2p = 2p/2p = 1
x2= [1+(1-2p)]/2p = (1+1-2p)/2p = (2-2p)/2p = 2(1-p)/2p = (1-p)/p = q/p
Si sono ottenuti quindi 2 risultati (x1, x2), ma non possono essere accettabili entrambi per una probabilità soltanto, quindi è necessaria la loro analisi:
se p<½, allora q>½, quindi (1-p)/p>1, risultato non accettabile, poiché P([0;1]: dobbiamo quindi scartare il ramo di questa iperbole (x>1 e porre solamente P1=1.

se p=½, allora q=½, quindi q/p=1, pari ancora a P=1. Nel grafico è riportato l’andamento della funzione.
Immaginiamo ora di collocare la porta di casa (= salvezza) ad una distanza N dal burrone: ponendo come punto di partenza la posizione x, consideriamo «Rx» come la probabilità di cadere nel burrone e «Sx» come la probabilità di salvarsi. Risulta assai semplice osservare che:
	Rx+Sx=1

	se x=0
	se x=N

	R0=1
	RN=0

	S0=0
	SN=1


Come effettuato in precedenza, per l’analisi degli altri casi è opportuno analizzare le classi di traiettorie che costituiscono le passeggiate che dalla posizione x terminano prima o poi in 0; queste ultime si dividono in due classi: quelle che giungono direttamente al burrone senza passare per la posizione N e quelle che prima di concludersi in 0, passano per N. In simboli:
(x(0) = (x(0 senza passare per N)(( x(N, N(0)

da cui si ottiene:

Px = Rx+(Sx·PN)
Px = (1-Sx)+(Sx·PN)

Px = 1-Sx+(Sx·PN)

-Sx+Sx·PN = Px-1
-Sx(1-PN) = Px-1

-Sx = (Px-1)/(1-PN)

Sx = -(Px-1)/(1-PN)

Sx = (1-Px)/(1-PN) 
Sx = (1-(P1)x)/(1-(P1)N) ( 1-(P1)N(0
(P1)N(1

(P1)N(1 ( p>½
· Sx = (1-(q/p)x)/(1-(q/p)N) ( p>½

Se invece p<½, risulta un’altra formula, ovvero:

· Sx = [(p/q)N-x-(p/q)N]/[1-(q/p)N], che risulta essere pari a quella precedente.
Nel caso in cui p=½ risulta:

· Sx = x/N


E’ stato in seguito introdotto un esempio per il quale si è reso necessario l’uso della prima formula ricavata: abbiamo immaginato di trovarci di fronte ad un casinò possedendo 2.000$ ed essere costretti a consegnarne 4.000 a dei gangster il giorno seguente. La domanda a cui rispondere è la seguente: è più conveniente giocare 1$ alla volta o puntare tutto il denaro in una volta soltanto? Analizziamo gli strumenti in nostro possesso: innanzitutto ci serviremo di una roulette costituita da 18 campi rossi, 18 campi neri e due campi verdi, con i quali il banco vince tutto. Puntiamo ad esempio sul rosso: ne deriva che abbiamo una probabilità di vincere pari a 18/38 (=9/19), ed una probabilità di perdere pari a 20/38 (=10/19); poniamo quindi il problema nel seguente modo:
· p ( “probabilità di vincere” = 9/19
· q ( “probabilità di perdere” = 10/19
Resta ora da stabilire l’entità del “passo”, ovvero la puntata: da quest’ultima dipenderanno sia la posizione iniziale “x”, sia la distanza “N” dalla virtuale porta di casa che condurrà alla salvezza. Minore è l’entità della puntata, maggiore sarà la strada da percorrere e quindi maggiore saranno le influenze negative dettate dalla probabilità di perdere: paradossalmente quindi, il gioco conservativo si rivela del tutto inadatto a tale tipo di giocata; giocando 1$ alla volta, infatti, le probabilità di salvezza “Sx” sono dell’ordine di 10-90%, mentre giocando tutto nella medesima puntata, le probabilità di salvezza arrivano al 47.37%, ovvero il rapporto 9/19, pari quindi a p.


Successivamente a questo problema, si è passati alla presentazione del moto browniano: esso venne descritto per la prima volta da un botanico scozzese di nome Robert Brown nel 1827. Tale tipo di moto viene attribuito come causa delle interazioni intermolecolari presenti in un liquido in cui vi sia in sospensione del materiale inorganico. Nel 1905 Einstein, pur non essendo a conoscenza del fatto che tale tipo di moto fosse già stato osservato, pubblicò negli «Annalen der Physik» una sua teoria nella quale descriveva come possibile la presenza di un moto di particelle microscopiche sospese in un liquido al fine di giungere all’affermazione dell’esistenza di atomi di dimensioni finite. Il movimento di particelle immerse in un fluido dipende dalla loro dimensione rispetto alle particelle del fluido, dalla viscosità di quest’ultimo, dalla temperatura del sistema e quindi dall’energia cinetica delle particelle. La traiettoria del moto che ne risulta è caotica, imprevedibile a causa degli innumerevoli urti che si susseguono in maniera molto rapida.

Se si considerano indipendenti le collisioni l’una dall’altra ed indipendente il moto lungo l’asse orizzontale e verticale, è possibile mettere in relazione tale tipo di modello con quello della passeggiata casuale. E’ stato simulato il moto browniano attraverso l’uso di due dadi di colori differenti: uno rosso ed uno verde; sono state quindi fissate le informazioni che i dadi forniranno:
	dado Rosso
	pari = salita
	dispari = discesa

	dado Verde
	pari = destra
	dispari = sinistra


Riportiamo su di un foglio a quadretti le traiettorie che risultano e fissiamo le posizioni dopo 10, 20 e 40 lanci. Ciò che risulta è che la distanza media al quadrato è circa uguale al doppio dei lanci effettuati (e quindi al tempo trascorso).

Analizzando ora una passeggiata casuale in una sola dimensione, quindi lungo una retta, qual è la probabilità di tornare al punto d’origine? Posto il fatto che si va in 1 con probabilità p ed in -1 con probabilità q, esaminiamo cosa avviene al secondo passo:

da 1 si ha la possibilità di tornare in 0 con probabilità 1 se p ≤ q, altrimenti con probabilità q/p
da -1 si ha la possibilità di tornare in 0 con probabilità 1 se q ≤ p, altrimenti con probabilità p/q; si è riusciti a ricavare queste ultime relazioni semplicemente perché ci si trova di fronte al caso simmetrico;
se p = q = ½, allora la probabilità di ritorno all’origine è pari a: (½·1)+(½ ·1)=1.

se p>½
P(0(1;1(0) = p·q/p = q

P(0(-1;-1(0) = q·1 = q, poiché per il secondo evento è possibile traslare il tutto di un passo verso destra, ottenendo quindi P(0(-1;0(1), per il quale vale il simmetrico del precedente «P1»: poiché l’attuale p>½, il suo simmetrico diviene p<½, restituendo come valore di probabilità 1, e quindi «caduta» certa nel traslato “0”.
P(0(0) = P(0(1;1(0)+P(0(-1;-1(0) = q+q = 2q
Tale operazione è possibile, poiché ci si trova di fronte ad eventi disgiunti.

se p<½

P(0(1;1(0) = p·1 = p
P(0(-1;-1(0) = q·p/q = p
P(0(0) = P(0(1;1(0)+P(0(-1;-1(0) = p+p = 2p

Fogli elettronici di calcolo: “04.0 Dati”

“04.1 Curva”

“04.2 Casinò”

“04.3 D^2”

“04.4 Moto br. Sim”

“04.4.1 Grafico sim.”

“04.4.2 Graf. media sim.”
5° incontro
Il 5° incontro ha avuto come oggetto di discussione il moto browniano: è stata in parte ripresa la spiegazione teorica effettuata nell’incontro precedente, anche se nel corso di questa giornata è stata offerta agli studenti la possibilità di verificare oggettivamente le caratteristiche del moto. Sulla cattedra è stato montato un microscopio elettronico munito di telecamera che proiettava l’immagine ripresa su di una lavagna luminosa. In questo modo si è potuto osservare il movimento caotico delle particelle immerse nel liquido: più specificatamente le particelle erano costituite da materiale plastico avente diametro di circa 1(m immerse in acqua. Le molecole di quest’ultima possiedono un diametro pari ad un decimillesimo rispetto a quello delle particelle plastiche: è soddisfatta quindi la condizione per la quale le particelle immerse devono avere dimensioni molto più grandi rispetto a quelle del liquido in cui sono immerse. Gli urti, come già indicato nelle lezioni precedenti, sono determinati dalle interazioni molecolari, e quindi al moto ed alla energia cinetica possedute dalle molecole: è quindi semplice comprendere che maggiore sarà quest’energia (dovuta ad esempio all’innalzamento della temperatura), maggiori saranno gli urti che si andranno a verificare.
I professori presenti hanno montato sempre sulla cattedra una macchina costituita da un piano orizzontale di plastica calamitato ai bordi, munito di fori e di un compressore. L’aria aspirata dal compressore viene spinta al di sotto del piano di plastica, che ne permette la fuoriuscita dai fori: in questo modo si viene a creare un piano del tutto privo di attriti. Su di esso sono stati poggiati dei magneti di dimensioni identiche e, all’azionamento del compressore, questi hanno preso a muoversi inizialmente in maniera disordinata, ma dopo un breve intervallo di tempo tendevano a mantenere le posizioni acquisite. Gli urti non erano evidenti, poiché i corpi si respingevano a vicenda mediante forze di natura elettromagnetica invisibili ai nostri occhi. In linea di principio, tuttavia, il moto scaturito non è completamente caotico, poiché si è a conoscenza delle forze che lo generano e che lo influenzano, ma diventa tale nel momento in cui le forze in gioco cominciano ad essere troppe per essere seguite contemporaneamente. Abbiamo quindi provato a sostituire alcune calamite con magneti più grandi ed è stato riattivato il compressore: il risultato ottenuto non è stato sorprendente, poiché questi ultimi tendevano, più di quelli piccoli, a mantenere le loro posizioni; ciò trova spiegazione nel fatto che, poiché negli urti la quantità di moto rimane costante, pari al prodotto della massa per la velocità, maggiore è la massa, minori saranno gli effetti dell’urto subito, ma maggiori saranno quelli dell’urto provocato.
Dopo questa osservazioni gli studenti sono potuti passare alla fase pratica: ad ogni gruppo è stato dato in dotazione un computer con installato un programma capace di analizzare, fotogramma per fotogramma, le posizioni di oggetti facenti parte di filmati digitalizzati. Una volta importato il file nel programma, si è potuto osservare che il filmato aveva come oggetto particelle immerse in un liquido, ingrandite al microscopio. Compito degli studenti è stato quello di analizzare il movimento di più particelle nel corso del tempo. Il programma, in grado di ricostruire il grafico della posizione orizzontale e verticale in funzione del tempo, registrava le varie collocazioni delle particelle in dati compatibili con fogli di calcolo. Dopo aver raccolto dati per circa un’ora, si è passati all’analisi degli stessi: obiettivo era ricavare l’andamento della distanza delle particelle dal punto di origine in funzione del tempo: d(h). Siamo stati in grado di individuare una certa tendenza da parte delle stesse a tornare nei pressi dell’origine, utilizzando la formula “=radq((y-yi)2+(x-xi)2)”.

Fogli elettronici di calcolo: “05.0 Dati”

“05.1 Graf. d^2”

“05.2 Graf. radq(d^2)”

6° incontro
Il 6° incontro ha avuto come oggetto di discussione il tema della diffusione. L’esperienza si divide essenzialmente in 3 fasi: nel corso della prima si osserva la diffusione spontanea di un gas in un contenitore, e la diffusione spontanea di un liquido in un altro liquido; la seconda fase invece sarà rappresentata dalle osservazioni compiute circa i due eventi verificatisi; nel corso della terza si tenterà di individuare un modello matematico capace di spiegare gli eventi considerati.

Per osservare la diffusione di un gas in un contenitore, il tecnico di laboratorio si è servito di una campana di vetro, un piedistallo su cui farla poggiare, del grasso per sigillarne il fondo ed evitare scambi con l’atmosfera esterna, e di un tubetto collegato con il piedistallo comunicante con l’interno della campana. Dopo aver acceso una sigaretta, il tecnico ha soffiato il fumo prodotto all’interno della campana, e si è potuto osservare che questo si disponeva all’interno di essa in modo omogeneo solo dopo un intervallo di tempo di una certa durata. Abbiamo aperto quindi la campana ed abbiamo fatto fuoriuscire tutto il fumo ed abbiamo ripetuto l’esperimento con una leggera variazione: prima di porre nuovamente del fumo all’interno della campana, abbiamo creato il vuoto all’interno di essa attraverso un compressore collegato alla stessa in grado di aspirarne l’aria. Abbiamo quindi chiuso il rubinetto di comunicazione con l’esterno, abbiamo acceso una sigaretta, l’abbiamo posta nel tubetto di comunicazione ed abbiamo aperto lievemente il rubinetto. Così facendo, l’entrata di aria all’interno della campana provocava un’aspirazione meccanica del fumo: si è potuto osservare che la disposizione omogenea è avvenuta in modo quasi istantaneo. Siamo stati quindi in grado di concludere che, minori sono le particelle presenti in un ambiente, maggiore è la velocità con cui altre particelle, assieme a quelle già presenti, si distribuiscono uniformemente nello spazio a disposizione per l’assenza di ostacoli.


Si è passati quindi all’osservazione della diffusione di un liquido in un altro liquido: strumenti utilizzati sono stati una vaschetta contenente una soluzione basica [si è ricorsi a dell’idrossido di Sodio], un indicatore di basicità [fenolftaleina], ed un cronometro. Una volta aggiunto l’indicatore alla soluzione, esso si è colorato di viola, indicando quindi un pH superiore a 8.1; la colorazione ha facilitato gli studenti nell’osservare che la diffusione dell’indicatore all’interno della soluzione è avvenuta molto lentamente ed in modo caotico. Gli eventi osservati sono stati due esempi di fenomeni irreversibili, ovvero di esempi in cui una volta verificatosi un cambiamento di stato, non è più possibile tornare alla condizione primordiale. Tenteremo ora di spiegare il perché.


Facendo uso di  due contenitori di cartone abbiamo riprodotto la diffusione di un gas da un contenitore saturo [A] ad uno vuoto [B]: il primo contenitore è stato riempito di 90 dischetti numerati da 1 a 90 [abbiamo fatto ricorso ai dischetti usati per l’estrazione della tombola], mentre il secondo è stato lasciato vuoto; in un’urna abbiamo riposto altri 90 dischetti numerati sempre da 1 a 90: ogni volta che veniva estratto un numero dall’urna, si procedeva con lo spostamento del dischetto corrispondente dal contenitore A al contenitore B e si riponeva nuovamente il dischetto estratto nell’urna, in modo che questo potesse essere nuovamente sorteggiato. Nel caso in cui fosse stato pescato un dischetto il cui corrispondente si fosse già trovato nel contenitore B, questo sarebbe stato spostato nel contenitore A. Questa operazione è stata effettuata per sottolineare l’interazione che intercorre tra i due ambienti.
Dopo un’ora circa di raccolta dati, si è passati all’analisi degli stessi attraverso un modello matematico-probabilistico. E’ possibile riconoscere infatti una prima fase, chiamata «traziente», in cui è molto più probabile che i dischetti presenti in A migrassero in B, tuttavia, all’avvicinarsi dell’equilibrio, la probabilità di passare da A in B o da B in A si è rivelata essere uguale.

Fogli elettronici di calcolo: “06.0 Dati”

“06.1 Graf. Medie”

7° incontro

Il 7° incontro si è aperto con la discussione sulla struttura della materia ed in particolar modo sulla possibilità di studiare i suoi comportamenti sia a livello macroscopico che microscopico. Dopo una breve discussione di natura teorica è stata vista una videocassetta circa i passaggi di stato che la materia è in grado di subire: ad esempio sono stati messi in evidenza i comportamenti di essa ed i suoi punti critici e come essi siano influenzati dalla temperatura, dal volume e dalla pressione.


Obiettivo di questo incontro è analizzare in quale modo siano determinate le velocità all'interno di un sistema gassoso, simulandolo attraverso l'uso di un agitatore di palline d'acciaio di dimensioni molto ridotte; queste ultime, in movimento, simulano le particelle di un gas. E' stato fissato un numero di palline da inserire nell'agitatore, costituito da una camera chiusa alla sommità da un pistone; il contenitore è munito alla sua base da una piastra vibrante collegata ad un motorino elettrico che trasmette l'energia cinetica alle palline. Il numero delle palline inserite è stato determinato attraverso una pesata: 10 palline pesano 0.32g e, per giungere a 400 palline, abbiamo pesato circa 13g totali.

A questo punto sono state inserite nel contenitore. L'altezza del pistone risulta essere proporzionale al volume occupato dalle particelle in movimento e, al tempo stesso, la tensione fornita alla piastra simulava l'effetto della temperatura sulle particelle, che somministra loro energia cinetica. Abbiamo collegato all'agitatore una lampada stroboscopica e abbiamo osservato che se il voltaggio della lampada è pari a quello dell'agitatore, la piastra vibrante rimane ferma.
Per misurare la velocità iniziale, è necessario che la traiettoria delle particelle sia orizzontale, altrimenti altre componenti influirebbero sulla misura. Abbiamo quindi aperto un foro su una delle pareti del contenitore e vi abbiamo sovrapposto un collimatore: così facendo le particelle con traiettoria obliqua venivano fermate. Tutte le altre fuoriuscivano a varie velocità: per misurarle abbiamo utilizzato una superficie sulla quale erano state segnate delle distanze predefinite (circa ogni centimetro), alle quali corrispondevano delle pareti divisorie che permettevano di raccogliere le palline. Queste ultime venivano convogliate in 24 piccoli canali posti al di sotto della superficie; essendo trasparenti, si è potuto osservare la realizzazione di un istogramma costituito dalle stesse palline cadute. Abbiamo inoltre previsto una fuoriuscita di 50 palline ogni 2 minuti ed abbiamo preparato dei bicchierini contenenti 50 palline per mantenere costante il numero di palline totale all'interno dell'agitatore.

Al termine della raccolta dati abbiamo potuto osservare che la curva che ne risulta non è di tipo gaussiano, ma viene chiamata «curva di distribuzione di Maxwell» in quanto non risulta simmetrica rispetto al suo massimo, la cui ascissa caratterizza la velocità più probabile vp; ciò deriva dal fatto che mentre la velocità più bassa può essere anche pari a zero, non esiste alcun limite classico per le velocità più elevate raggiunte da qualche molecola. Il valore massimo è proporzionale alla radice quadrata della temperatura. L’equazione della curva (valida per un gas perfetto) è:
∆N/N = 4/radq(п) ∙ v2/vp2 ∙ e^[(v/vp)2∙∆v]
in cui: ‘∆N/N’≡‘probabilità che una molecola abbia velocità compresa tra v e v+∆v’

‘<v>≡‘velocità media’
‘N’≡‘numero di molecole’ ≡ M/m
‘vp’≡‘velocità più probabile’

‘vqm’≡ ‘velocità quadratica media’ = radq(<v>2)
p∙V(( <v>2 ( (p∙V = Nm<v>2)/5 ( (Nm<v>2)/3 = nRT ( T( <v>2
‘


Fogli elettronici di calcolo: “07.0 Maxwell”

“07.1 h(T)”

“07.2 Dist. Max.”
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		0.8625		0.8625

		0.875		0.875

		0.8875		0.8875

		0.9		0.9

		0.9125		0.9125

		0.925		0.925

		0.9375		0.9375

		0.95		0.95

		0.9625		0.9625

		0.975		0.975

		0.9875		0.9875

		1		1



y=q/p

y=q/p (reale)

p

P1

y=q/p

9999

1

999

1

79

1

39

1

25.6666666667

1

19

1

15

1

12.3333333333

1

10.4285714286

1

9

1

7.8888888889

1

7

1

6.2727272727

1

5.6666666667

1

5.1538461538

1

4.7142857143

1

4.3333333333

1

4

1

3.7058823529

1

3.4444444444

1

3.2105263158

1

3

1

2.8095238095

1

2.6363636364

1

2.4782608696

1

2.3333333333

1

2.2

1

2.0769230769

1

1.962962963

1

1.8571428571

1

1.7586206897

1

1.6666666667

1

1.5806451613

1

1.5

1

1.4242424242

1

1.3529411765

1

1.2857142857

1

1.2222222222

1

1.1621621622

1

1.1052631579

1

1.0512820513

1

1

1

0.9512195122

0.9512195122

0.9047619048

0.9047619048

0.8604651163

0.8604651163

0.8181818182

0.8181818182

0.7777777778

0.7777777778

0.7391304348

0.7391304348

0.7021276596

0.7021276596

0.6666666667

0.6666666667

0.6326530612

0.6326530612

0.6

0.6

0.568627451

0.568627451

0.5384615385

0.5384615385

0.5094339623

0.5094339623

0.4814814815

0.4814814815

0.4545454545

0.4545454545

0.4285714286

0.4285714286

0.4035087719

0.4035087719

0.3793103448

0.3793103448

0.3559322034

0.3559322034

0.3333333333

0.3333333333

0.3114754098

0.3114754098

0.2903225806

0.2903225806

0.2698412698

0.2698412698

0.25

0.25

0.2307692308

0.2307692308

0.2121212121

0.2121212121

0.1940298507

0.1940298507

0.1764705882

0.1764705882

0.1594202899

0.1594202899

0.1428571429

0.1428571429

0.1267605634

0.1267605634

0.1111111111

0.1111111111

0.095890411

0.095890411

0.0810810811

0.0810810811

0.0666666667

0.0666666667

0.0526315789

0.0526315789

0.038961039

0.038961039

0.0256410256

0.0256410256

0.0126582278

0.0126582278

0

0



Foglio1

		p		q=1-p		y=q/p		y=q/p (reale)

		0.0001		0.9999		9999		1

		0.001		0.999		999		1

		0.0125		0.9875		79		1

		0.025		0.975		39		1

		0.0375		0.9625		25.6666666667		1

		0.05		0.95		19		1

		0.0625		0.9375		15		1

		0.075		0.925		12.3333333333		1

		0.0875		0.9125		10.4285714286		1

		0.1		0.9		9		1

		0.1125		0.8875		7.8888888889		1

		0.125		0.875		7		1

		0.1375		0.8625		6.2727272727		1

		0.15		0.85		5.6666666667		1

		0.1625		0.8375		5.1538461538		1

		0.175		0.825		4.7142857143		1

		0.1875		0.8125		4.3333333333		1

		0.2		0.8		4		1

		0.2125		0.7875		3.7058823529		1

		0.225		0.775		3.4444444444		1

		0.2375		0.7625		3.2105263158		1

		0.25		0.75		3		1

		0.2625		0.7375		2.8095238095		1

		0.275		0.725		2.6363636364		1

		0.2875		0.7125		2.4782608696		1

		0.3		0.7		2.3333333333		1

		0.3125		0.6875		2.2		1

		0.325		0.675		2.0769230769		1

		0.3375		0.6625		1.962962963		1

		0.35		0.65		1.8571428571		1

		0.3625		0.6375		1.7586206897		1

		0.375		0.625		1.6666666667		1

		0.3875		0.6125		1.5806451613		1

		0.4		0.6		1.5		1

		0.4125		0.5875		1.4242424242		1

		0.425		0.575		1.3529411765		1

		0.4375		0.5625		1.2857142857		1

		0.45		0.55		1.2222222222		1

		0.4625		0.5375		1.1621621622		1

		0.475		0.525		1.1052631579		1

		0.4875		0.5125		1.0512820513		1

		0.5		0.5		1		1

		0.5125		0.4875		0.9512195122		0.9512195122

		0.525		0.475		0.9047619048		0.9047619048

		0.5375		0.4625		0.8604651163		0.8604651163

		0.55		0.45		0.8181818182		0.8181818182

		0.5625		0.4375		0.7777777778		0.7777777778

		0.575		0.425		0.7391304348		0.7391304348

		0.5875		0.4125		0.7021276596		0.7021276596

		0.6		0.4		0.6666666667		0.6666666667

		0.6125		0.3875		0.6326530612		0.6326530612

		0.625		0.375		0.6		0.6

		0.6375		0.3625		0.568627451		0.568627451

		0.65		0.35		0.5384615385		0.5384615385

		0.6625		0.3375		0.5094339623		0.5094339623

		0.675		0.325		0.4814814815		0.4814814815

		0.6875		0.3125		0.4545454545		0.4545454545

		0.7		0.3		0.4285714286		0.4285714286

		0.7125		0.2875		0.4035087719		0.4035087719

		0.725		0.275		0.3793103448		0.3793103448

		0.7375		0.2625		0.3559322034		0.3559322034

		0.75		0.25		0.3333333333		0.3333333333

		0.7625		0.2375		0.3114754098		0.3114754098

		0.775		0.225		0.2903225806		0.2903225806

		0.7875		0.2125		0.2698412698		0.2698412698

		0.8		0.2		0.25		0.25

		0.8125		0.1875		0.2307692308		0.2307692308

		0.825		0.175		0.2121212121		0.2121212121

		0.8375		0.1625		0.1940298507		0.1940298507

		0.85		0.15		0.1764705882		0.1764705882

		0.8625		0.1375		0.1594202899		0.1594202899

		0.875		0.125		0.1428571429		0.1428571429

		0.8875		0.1125		0.1267605634		0.1267605634

		0.9		0.1		0.1111111111		0.1111111111

		0.9125		0.0875		0.095890411		0.095890411

		0.925		0.075		0.0810810811		0.0810810811

		0.9375		0.0625		0.0666666667		0.0666666667

		0.95		0.05		0.0526315789		0.0526315789

		0.9625		0.0375		0.038961039		0.038961039

		0.975		0.025		0.0256410256		0.0256410256

		0.9875		0.0125		0.0126582278		0.0126582278

		1		0		0		0
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